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Introduction 



Depuis les idees novatrices d'Evariste Galois, les mathematiciens ont 
appris qu'etant donne un probleme a resoudre, il est important de con- 
siderer les solutions dans leur ensemble, ainsi que les relations qui les 
lient entre elles. D'une certaine fagon, la theorie des champs, ima- 
ginee par Alexandre Grothendieck dans les annees 60, est une illus- 
tration de ce principe. En effet, dans les problemes de classification, 
I'utilisation des champs permet de prendre en compte I'information con- 
cernant I'ensembles des solutions, code sous forme "d'ensembles d'objets" , 
mais aussi les relations entre ses solutions, codecs sous forme de "mor- 
phismes entre les objets". Ainsi, tout comme la theorie de Galois nous 
dit que I'ensemble des solutions d'une equation algebrique peut-etre con- 
sidere comme un groupoide, dont les morphismes sont determines par 
Faction de son groupe de Galois, les solutions aux problemes de classi- 
fications apportees par la theorie des champs se trouvent sous forme de 
groupoides ( plus precisement de "categories fibrees en groupoides" ). 



L 'utilisation avec succes de la theorie des champs aux problemes de 
modules ( i.e. de classification en geometric algebrique ), ainsi que 
I'apparition des solutions sous forme de "champs algebriques" , remonte 
a I'article fondateur de Pierre Deligne et David Mumford |P-]VI]| . Les 
deux auteurs y montrent qu'il est possible de "geometriser" ( ou encore 
" d'algebriser" ) la notion de champs, et de creer ainsi un cadre unique 
contenant, d'une part les schemas, mais aussi certains champs de nature 
geometrique ( les champs de modules par exemple ) : celui des champs 
algebriques. 

Tout comme un schema peut-etre vu comme une solution au probleme 
de modules du foncteur qu'il represente ( qui classifie ses "points" ), un 
champ algebrique est un objet de nature geometrique, classifiant non 
seulement des objets ( ses points ), mais aussi leurs isomorphismes. Ainsi, 
de fagon un peu naive, on pent se representer un champ algebrique comme 
un objet en groupoides dans la categoric des schemas. 



L 'introduction de tels objets apporte de nombreux avantages en theorie 
des modules. A titre d'exemple, examinons brievement le cas du champ 
des courbes de genre g ( qui est I'exemple traite dans |P-1V1[| ). 

Considerons le probleme de modules suivant : chercher un objet de 
nature geometrique ^Ag, qui represente le foncteur qui a un schema X 
associe le groupoide des families de courbes propres lisses de genre g sur 
X. 

II est demontre dans |P-M|| qu'il existe un champ algebrique Al^, 
lisse sur SpecZ, et une equivalence naturelle entre Hom{X,M.g), et le 
groupoides des courbes de genre g sur X. De plus, il existe une compact- 
ification A4g "—>■ A4g, ou M.g est un champ irreductible, propre et lisse 
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sur SpecTA^ classifiant les courbcs stables de genre g. 

Ainsi, par definition meme, 11 existe une courbe stable universelle 
TT : Cg — > M.g, correspondant au morphisme identite de J\A.g. De 
plus, si uo est le fibre en droites canonique relatif de Cg sur M.g, on peut 
alors definir des fibres vectoriels Vm '■= vr*(c^®™') sur Aig. 

Les avantages d'une telle situation en comparaison avec celle dont on 
dispose a I'aide de I'espace de modules grossier Mg ( qui est le schema 
dont les points geometriques classifient les courbes stables de genre g ) 
sont nombreux. 

• Tout d'abord le schema Mg n'est qu'une solution partielle au probleme 
de modules initial consistant a classifier toutes les families de courbes 
de genre g. Pour cette raison, la courbe universelle de genre g sur 
Mg ne peut pas exister ( il manque une coherence entre les points 
geometriques de Mg, du a I'existence de courbes avec des groupes 
d'automorphismes non triviaux ). 

• Bien que A4g soit un champ lisse sur SpecZ, le schema Mg ne Test 
pas. Par exemple, cela pose quelques problemes si Ton souhaite 
utiliser des outils analytiques tels que la theorie de Hodge sur M^® C, 
ou encore la theorie des intersections ( au moins a coefficients en- 
tiers ). 

• Les fibres vectoriels Vm n'existent pas sur Mg ( pour la meme raison 
que la courbe universelle n'existe pas ). Ainsi, I'etude de ces fibres 
ne peut se faire que si Ton accepte de travailler sur le champ A4g. 

Les trois exemples precedents, qui ne sont que des exemples parmi 
tant d'autres, montrent qu'il est capital de generaliser les outils de la 
geometric algcbrique ( theorie de Hodge, theorie des intersections, 
i^'-theorie et classes caracteristiques ... ) au cadre phis general des 
champs algebriques, si Ton veut profiter de la richesse de tels objets. 

Dans cette these, nous nous sommes interesses a essentiellement deux 
problemes 

• L' etude de la K-theorie algebrique des champs algebriques, et son 
application a des formules de Riemann-Roch ainsi que des formules 
d'indices de P-modules. 

• Les relations entre champs algebriques et champs analytiques : theoremes 
GAGA et criteres d'algebrisations. 

Expliquons en quelques mots les raisons de ces deux choix. 

Comme nous I'avons apergu dans I'exemple precedent, 11 existe na- 
turellement de nombreux fibres vectoriels sur les champs de modules. II 
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se trouve que I'etude de ces fibres presente des interets geometriques et 
arithmetiques. 

Par exemple, dans I'exemple de J^g, les sections des fibres Vm s'identifient 
aux "formes modulaires de poids m". De meme, il existe des fibres 
vectoriels Vm sur le champ ( compactifie ) Ai des courbes elliptiques, 
dont les sections sont les formes modulaires de poids m sur le demi-plan 
de Poincare. On connait depuis longtemps I'interet de tels objets en 
arithmetique. 

D'autre part, la formule bien connu pour des varietes, Ci(Vm) = Div{f), 
pour une section meromorplie / de Vm sur Ai, s'interprete comme la for- 
mule classique ( VII, 3.1] ) 

Ceci permet legitimement de penser que le formalisme des classes car- 
acteristiques a un interet dans ce contexte. 

Dans le meme genre d'idees, les formules de Riemann-Roch appliquee 
aux fibres Vm, sont aussi un outil pour etudier les dimensions d'espaces 
de formes modulaires. 



Un autre champ d'application eventuel du formalisme des classes car- 
acteristiques et des formules de type Riemann-Roch est celui de la geometrie 
enumerative de M. Kontsevich et Y. Manin ||Ko| , 2] ( d'autant plus que la 
transformation de Riemann-Roch est souhaitee pour certaines construc- 



tions pTl 5.4] 



L'etude des P-modules sur les champs algebriques presente, elle aussi, 
plusieurs interets. Le premier qui vient a I'esprit est l'etude topologique 
des champs algebriques. Par exemple, les theoremes d'indices pour les 
D-modules holonomes permettent de demontrer des formules de Gauss- 
Bonnet pour des caracteristiques d'Euler ponderees ( analogues a ||Mac|| ). 

Par ailleurs, il est montre dans ||Jo^] , que le theoreme de Riemann- 



Roch pour les P-modules equivariants est utile en theorie des representations. 
Dans la meme veine d'idee, la correspondance de Langlands geometrique 
fait naturellement apparaitre des P-modules sur certains champs de fibres 
vectoriels ( ||Gin|| ). L'etude de ces objets ( par exemple leurs indices ) 
necessite alors une generalisation des resultats de ||Jos|| au cadre plus 
general, et bien plus maniable, des champs algebriques. 



II va sans dire que I'utilisation de methodes analytiques en geometrie 
algebrique complexe est un outil extremement puissant. Leur pertinence 
est d'autant plus grande qu'il existe des theoremes de comparaison en- 
tre la geometrie algebrique et analytique ( par exemple les "theoremes 
GAGA" ). II nous semble alors interessant de posseder de tels resultats 
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pour les champs algebriques complexes. 



II se trouve qu'une partie non negligeable des travaux consacres aux 
champs algebriques traite de la theorie des intersections ( ||Mu| , |C^ , |Vi2| , 
[E-G| , [Ki{] ), et plus particulierement de la definition de groupes ( ou 
anneaux ) de Chow pour des champs algebriques. Le point commun a 
toutes ces definitions est la remarquable propriete que pour la projection 
d'un champ de Deligne-Mumford sur son espace de modules p : F — > M, 
le morphisme d'images directes : CH{F) ® Q — >• CH{M) ® Q est 
un isomorphisme. Ainsi, ces groupes ne contiennent pas ( ou pas assez ) 
I'information equivariante supplement aire que possede F par rapport a 
M. Ceci implique en particulier, que meme pour les champs les plus 
simples ( les champs classifiant d'un groupe fini par exemple ), il ne pent 
exister de formule du type Hirzebruch-Riemann-Roch a valeurs dans ces 
groupes de Chow. 

C'est cette derniere remarque qui nous a naturellement amenes a nous 
interesser au probleme majeur traite dans cette these, qui est d'elargir 
les precedentes definitions des groupes de Chow, de fagon a ce que des 
formules d'Hirzebruch-Riemann-Roch puissent exister. Nous resolvons ce 
probleme en introduisant la notion de " cohomologie a coefficients dans les 
representations" , ce qui nous permet de demontrer des formules generales 
de Grothendieck-Riemann-Roch dans le cadre des champs algebriques. 

Comme il a ete explique ci-dessus, le point de depart est la constata- 
tion que les groupes de Chow deja existant ( [|Mu| , |G2| , |Vi2| , |E-G| , [Kj 



ne sont pas adaptes aux formules de Riemann-Roch. Pour resoudre ce 
probleme nous avons decide de remonter "a la source", et d'etudier di- 
rectement les proprietes de la i^-theorie des champs algebriques. Comme 
on salt, la i^-theorie algebrique joue un role de " cohomologie universelle" , 
et done, a travers son etude, ce sont les proprietes cohomologiques ( voire 
meme "motiviques" ) que nous etudions. Les resultats cles que nous 
demontrons sont les theoremes de devissage. Pour simplifier, supposons 
que F soit un champ de Deligne-Mumford lisse sur le corps des nombres 
complexes. Dans ce cas, le theoreme de devissage assure I'existence d'un 
isomorphisme d'anneaux, fonctoriel pour les images reciproques 

(Pf : G,(F) ® C H~*{If,G) ® C 

oil If est le champ des ramifications de F, et le membre de droite est la 
cohomologie de If a valeurs dans le prefaisceau en spectres de 
G-theorie ( remarquons des maintenant que nous sommes obliges ici 
d'utiliser les techniques d'algebre homotopique pour lui donner un sens ). 

II est a noter, que lorsque F = [X/H] est le champ quotient d'une 
variete par un groupe fini, la formule precedente est equivalente a une 
formule connue depuis longtemps, decrivant la i^-theorie equivariante de 
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X en fonction de la i^-theorie des points fixes ( |[A-S 



hec{H) 

ou c{H) est Tensemble des classes de conjugaisons de H, le sous- 
schema des points fixes de X par h, et Z{h) le centralisateur de h dans 
H. Comme un champ de Deligne-Mumford est localement un quotient 
par un groupe fini, on pent legitimement penser que notre theoreme de 
devissage est obtenu en "recoUant" les isomorphismes ci-dessus. C'est 
precisement cette operation de recoUement qui fait apparaitre la coho- 
mologie generalisee dans la formule de devissage. 

Notons enfin, que sans I'utilisation du formalisme des champs, la con- 
struction du morphisme (j)F pourrait paraitre un peu technique, alors 
qu'il s'agit d'une construction tout a fait naturelle, consistant a diago- 
naliser chaque fibre vectoriel suivant les actions des automorphismes du 
champ F ( construction qui existe au niveau des categories ). 



En gardant a I'esprit I'iso morphisme (pp, il est alors tres naturel de 
penser que la cohomologie du champ Ip est le bon objet a considerer. 
Nous avons choisi d'appeler cette cohomologie la "cohomologie a coef- 
ficients dans les representations". Le choix de cette terminologie reside 
dans le fait qu'elle s'interprete effectivement comme la cohomologie de 
I'espace de modules de F, mais oil les coefficients des cycles sont pris 
dans les fonctions centrales des groupes d'automorphismes de ses points. 

Un fois cette idee degagee, on pent dire, en exagerant tout de meme 
un peu, que la demonstration du theoreme de Grothendieck-Riemann- 
Roch n'est plus qu'un gros exercice technique. La methode que nous 
avons choisie pour resoudre cet "exercice" est la suivante. Dans un 
premier temps nous nous inspirons des demonstrations des formules de 
Lefschetz-Riemann-Roch ( ||B-1^'-M| , [l'h3|| ) pour demontrer le theoreme 



dans le cas d'un morphisme fortement projectif. Ensuite, a I'aide de 
techniques de descente par quasi-enveloppes de Chow ( notion qui rem- 
place celle des enveloppes de Chow de | |G3| | ), et du cas precedent, nous 
reduisons le probleme au cas des champs classifiants de groupes finis. Le 
theoreme devient alors equivalent a des formules classiques de la theorie 
des representations des groupes finis. 



Avant de decrire plus en detail les chapitres a venir, notons que 
la "cohomologie a coefficients dans les representations" permet aussi 
d'interpreter de nombreux travaux anterieurs. 

• La premiere reference que nous connaissons dans laquelle on pent 
reconnaitre cette notion, est Particle de P. Baum, W. Fulton, et 



R. MacPherson sur la formule de Lefschetz-Riemann-Roch B-F-M 



En effet, si I'on considere le champ quotient d'une variete par un 
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automorphisme d'ordre fini, sa " cohomologie a coefficients dans les 
representations" contient naturellement le receptacle du caractere de 
Chern equivariant construit dans [P-F-M|| . La formule de Grothendieck- 



Riemann-Roch que I'on demontre, appliquee au morphisme naturel 
d'un tel champ vers le classifiant du groupe engendre par I'automorphisme, 
redonne alors la formule de Lefsclietz-Riemann-Roch demontree dans 



B-F-M]| . Plus generalement, les formules de Riemann-Roch equivariantes 
se retrouvent en appliquant notre theoreme de Grothendieck- Riemann- 
Roch a la projection d'un champ quotient par un schema en groupe 
vers le classifiant de ce groupe. 



Dans ses deux articles |[Ka| , [Ka2|| T. Kawasaki demontre des for- 
mules d'indices et de Riemann-Roch pour des V^-varietes, qui, dans le 
cadre des champs algebriques, s'interpretent comme des champs de 
Deligne-Mumford lisses sur le corps des nombres complexes, generiquement 
non-ramifies ( i.e. des orbifolds complexes ). Pour cela, il associe a 
toute y-variete X, une nouvelle V^-variete EX. Cette derniere corre- 
spond exactement au champ des ramifications ( |1.10| ) du champ X. 
Par ces identifications, la formule d'Hirzebruch-Riemann-Roch qu'il 
demontre est equivalente a celle que nous deduisons du theoreme 
de Grothendieck-Riemann-Roch, lorsqu'on I'applique au morphisme 
structural. 

En geometric non commutative, on trouve une description de I'homologie 
periodique d'un groupoide etale differentiel X,, a I'aide de la coho- 
mologie du groupoide des lacets flX, ( ||C-M| , 6.12] ). Or, si F est le 



champ differentiel associe au groupoide X,, alors le champ associe 
a fix, s'identifie naturellement au champ des ramifications de F. 
Ainsi, par ces identifications, le caractere de Chern non-commutatif 
pour les groupoides differentiels etales est une version C°° du car- 
actere de Chern a "coefficients dans les representations". 



Le corps de la these est constitue de cinq chapitres et un appendice. 
Le premier est un resume de notations et de definitions. Les chapitres 
deux et trois vont ensembles, et traitent de la i^'-theorie des champs 
algebriques et des formules de Riemann-Roch. Dans le chapitre qua- 
tre, on applique ces formules aux "D-modules. Le cinquieme chapitre 
est independant de tons les autres, et rassemble des resultats de types 
"GAGA". Enfin, I'appendice comporte quatre parties qui rassemblent 
des faits ( quelques fois avec demonstrations ) qui nous sont utiles tout 
au cours de ce texte. 

Dans le premier chapitre, le lecteur trouvera deux paragraphes que 
nous invitons a considerer comme des annexes de notations et de definitions 
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( bien que Ton y trouve des demonstrations ). On s'y referera tout au 
long du texte, surtout au cours des chapitres 2, 3 et 4. 

Dans le premier paragraphe nous donnons essentiellement deux definitions 
: les foncteurs de K-theorie et de K-cohomologie. Nous avons choisi de 
les definir dans le cadre le plus general possible, a savoir celui d'un site 
muni d'une categorie cofibree en categories exactes ( dont I'exemple stan- 
dard est celui du grand site lisse des schemas, muni de son champ des 
fibres vectoriels ). Ce degre de generalite nous permettra de traiter, 
de fagon uniforme et sans repetitions, aussi bien le cas des fibres vecto- 
riels, que celui des faisceaux colierents, des P-modules, des fibres avec 
connexion ... Le seul resultat demontre dans ce paragraphe est le fait 
qu'il existe toujours une transformation naturelle de la ii'-theorie vers la 
i^'-cohomologie . 

Le second paragraphe est consacre aux champs algebriques. On y rap- 
pelle les principales definitions, ainsi que quelques resultats concernant 
les espace de modules. Enfin, nous introduisons les quasi-enveloppes de 
Chow ( qui remplaceront pour les champs algebriques la notion d'enveloppe 
de Chow de ||G3|| ), et on demontre des resultats d'existence. 

Dans le second chapitre on etudie la G-theorie et la G-cohomologie 
des champs algebriques. Nous n'insistons pas beaucoup sur les proprietes 
generales ( fonctorialites, localisation, homotopie ... ), mais nous con- 
centrons plutot nos efforts sur les resultats de descente et de devissage. 

Les theoremes de descente sont de deux types : contravariants et co- 
variants. Dans le premier cas on montre que le foncteur de G-theorie 
verifie la propriete de descente etale au-dessus d'un espace algebrique. 
C'est un resultat tres commode qui permet par exemple d'utiliser la de- 
scente galoisienne, ainsi que de reduire certains enonces au cas de champs 
quotients. Notons aussi que I'on montre que le morphisme de la G-theorie 
vers la G-cohomologie n'est pas un isomorphisme ( meme rationnelle- 
ment ), ce qui est un phenomene nouveau quand on compare avec le cas 
des schemas. En reahte, ce phenomene explique deja pourquoi il ne pent 
y avoir de formule de Riemann-Roch a valeurs dans les groupes de Chow 
usuels ( ou meme dans la cohomologie usuelle ). 

Les theoremes de descente covariante permettent a I'aide des quasi- 
enveloppe de Chow de ramener certains calculs des gerbes ( voir 

meme des gerbes triviales ). La moralite de ces theoremes est que Ton 
connait la G-theorie ( resp. la G-cohomologie ) des champs algebriques, 
si Ton connait celle des gerbes ( resp. celle des schemas ). 

Comme nous I'avons explique plus haut dans cette introduction, les 
resultats cles sont les theoremes de devissage. Bien qu'inspires de con- 
structions existantes en geometrie equivariante ( [B-l^'-MI , [l'h3 , 



ces 



resultats sont nouveaux. De fagon intuitive, il s'agit de diagonaliser les 
fibres vectoriels sur un champ algebrique. Dans le cas des champs de 
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Deligne-Mumford, tous les automorphismes sont d'ordre fini, et done 
diagonalisables s'ils sont d'ordre premier aux caracteristiques. Ainsi, le 
theoreme de devissage dans ce cas, compare la i^-theorie d'un champ F, a 
la /T-cohomologie de son champ des ramifications modere Ip ( classifiant 
les automorphismes d'ordre premier aux caracteristiques ). En contre- 
partie, dans le cas des champs algebriques generaux, il nous faut utiliser 
une construction un peu plus technique, s'appuyant sur un theoreme 
de representabilite d' Alexandre Grothendieck. On construit le "champ 
des sous-groupes de type multiplicatif Dp, qui remplacera le champ I p. 
Le theoreme de devissage compare alors la i^-theorie d'un champ F, 
avec la i^-cohomologie du champ Dp, tordue par le "faisceau des car- 
acteres" . Le formalisme necessaire pour donner un sens a cette expression 
est brievement rappele en appendice. 

Notons aussi, qu'il existe une autre fagon de traiter le cas general. Cela 
consiste a ne considerer que les automorphismes d'ordre fini et premier 
aux caracteristiques. A la fin du troisieme chapitre, on demontrera done 
aussi un theoreme de devissage comparant la i^-theorie de F, avec la K- 
cohomologie du champ des automorphisme d'ordre fini et moderes Ip . 
La justification de la pertinence d'une telle definition, est a chercher dans 
le fait que pour un schema en groupes affine, les elements d'ordre fini for- 
ment un ensemble schematiquement dense dans I'ensemble des elements 

t f 

semi-simples. L 'information contenue dans la if-cohomo logic de Ip doit 
done s'averer suffisante pour demontrer des formules de Riemann-Roch, 
ce que nous montrerons etre le cas sous certaines hypotheses. 

A la fin de ce chapitre nous nous interessons a la description de la 
G-theorie des gerbes bornees par des groupes reductifs. Ce resultat ne 
sera pas utilise par la suite. 

Le troisieme chapitre est le coeur de la these. On commence par y 
etudier les proprietes generales de la cohomologie a coefficients dans les 
representations ( ou encore dans les caracteres ). On montre en partic- 
ulier I'existence du caractere de Chern, et on definit la transformation de 
Riemann-Roch pour des champs "bien ramifies" ( qui comprennent les 
champs lisses qui sont localement des quotients par des groupes affines 
et lisses sur un corps ). 

Ensuite, on demontre les differentes formules de Riemann-Roch ( Lefschetz- 
Riemann-Roch et Grothendieck- Riemann-Roch ). Tous ces theoremes 
sont nouveaux, et generalisent les differents theoremes de Riemann-Roch 
equivariants deja existants ( |[B-1^'-M| , [l'h3| | ), ainsi que la formule de 



Riemann-Roch pour les V-varietes de T. Kawasaki ( |Ka[| ). 

Les demonstrations ont toutes deux etapes. La premiere traite le 
cas de morphismes fortement projectifs. Les demonstrations proposees 
ici sont alors tres proches de celles utilisees en geometric equivariante 
( deformation vers le cone normal, et utilisation du calcul de la i^'-theorie 
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des fibres projectifs ). La seconde etape traite du cas des morphismes 
propres generaux ( event uellement non representables ). La methode 
consiste a utiliser la premiere etape et les quasi-enveloppes de Cliow, afin 
de se ramener au cas des champs classifiants de schemas en groupes. Les 
theoremes se traduisent alors par des formules connues en theorie des 
representations. 

La fin de ce chapitre est consacre a quelques exemples d'applications 
de telles formules dans le cas des champs de Deligne-Mumford ( for- 
mule d'Hirzebruch-Riemann-Roch, cas particulier des courbes, formules 
de Gauss-Bonnet, de signature ... ), ainsi qu'a la comparaison de la co- 
homologie a coefficients dans les representations avec deux autres theories 
cohomologiques : les groupes de Chow du complexe de Gersten, et la co- 
homologie periodique. La seconde comparaison nous semble interessante, 
car elle confirme les relations entre la theorie des champs algebriques et 
la geometric non-commutative. 



Depuis Particle de G. Laumon [y , on salt que le theoreme de Riemann- 
Roch permet de calculer des indices de P-modules algebriques. Dans ce 
quatrieme chapitre nous suivons cette idee afin de demontrer des for- 
mules de Riemann-Roch pour les P-modules sur des champs de Deligne- 
Mumford. Nous n'avons pas traite le cas des champs algebriques generaux 
que par souci de simplicite. II semble clair que les resultats s'etendent a 
ce cas, et donnent ainsi des theoremes generalisant les theoremes de R. 



Joshua ||Jos|| , bien que les techniques utilisees pour prendre en compte la 
ii'-theorie superieure, soient differentes. 

Un autre resultat qui nous semble nouveau ( meme dans le cas des 
schemas ) est la description de la i^-theorie des D-modules holonomes, 
a I'aide de "fonctions constructibles" . 



Dans le cinquieme chapitre nous etudions les relations entre champs 
algebriques complexes ( de Deligne-Mumford ), et champs analytiques. 
Nous commengons par y demontrer que les theoremes "GAGA" restent 
valables. Nous nous interessons ensuite aux problemes d'algebrisation 
des champs analytiques. A ce sujet nous posons la question de savoir si 
un champ analytique propre est algebrique si et seulement si son espace 
de modules Test. On demontrera que ceci est vrai apres eclatement, et 
on proposera une methode, basee sur les idees de M. Artin ( [^] ), pour 
demontrer que ceci est suffisant pour repondre par I'affirmative a la ques- 
tion precedente. 

Enfin, nous avons rassemble en appendice des resultats concernant les 
spectres, la descente cohomologique, I'extension des coefficients, la stric- 
tification des pseudo-foncteurs, et la theorie de Hodge pour les champs 
complexes. Le premier de ces appendices a pour but d'expliquer tres 
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rapidement le fonctionnement des spectres aux lecteurs peu habitues a 
ce language. Les deux appendices suivants rassemblent des resultats qui 
seront utilises tout au long du chapitre deux, dans I'etude des foncteurs 
de K-theorie. En ce qui concerne la strictification, nous rappelons juste 
que la theorie des pseudo- foncteurs est, d'un point de vue de la theorie de 
Fhomotopie, equivalente a celle des foncteurs stricts. Ceci nous permet 
de contourner des difficultes ( dues au fait que la categorie des champs 
est une 2-categorie ) pour definir certains objets ( spectres de G-theorie 
des champs simpliciaux augmentes |2.7| , construction du morphisme ipp 
dans la preuve de p.25| , ... ). Dans la derniere partie de cet appendice on 



montre tres brievement comment la theorie de Hodge reste valable pour 
des champs de Dehgne-Mumford complexes. Ces resultats sont, semble- 
t-il, des faits connus, bien que n'apparaissant pas, ou peu ( [[Telf ), dans 
la litterature. 



15 



Notations et Conventions: 



Pour une categoric C, on notera Ob{C) son ensemble d'objets, Fl{C) 
son ensemble de morphismes, et vro(C) I'ensemble des classes d'isomorpliie 
d'objets de C. 

La categoric simpliciale standard sera notee A. Pour toute categoric 
C, la categoric des objets simpliciaux de C est 

SC ■.= Homcat{A''P,C) 

La categoric des ensembles sera notee Ens, celle des groupes Gp, et 
celle des groupes abeliens Ab. 

Pour tons groupes abeliens M et A, on notera Ma '■= M ®z A. 

Un groupoide est une categoric pour laquelle tout morphisme admet 
un inverse. La 2-categorie des groupoides est celle dont les objets sont 
les groupoides, les 1-morphismes sont les foncteurs, et les 2-morphismes 
les transformations naturelles entre foncteurs. 



nous noterons 



Si C est une categoric de modeles fermee au sens de [Q/. 
HoC la categoric homotopique associee. 

Une resolution injective d'un objet X G Ob{C), est une cofibration 
triviale X ^ X', avec X' fibrant. 



La categoric des ensembles simpliciaux est notee SEns. Par con- 
vention, on appliquera systematiquement la construction de Kan decrite 



dans |J2], et on supposera done qu'ils sont tons fibrants. 



Si / est une categoric, et H : I — ^ SEns un prefaisceau, on notera sa 



limite homotopique et sa colimite homotopique ( P-K| , XI, XII] ) par 

holimjH hocolimiH 

La categoric des spectres est notee Sp. Pour tout objet E de Sp, nous 
noterons Ein] G Ob{SEns) son "n-eme etage". 

Si / est une categoric, et H : I — > Sp un prefaisceau, sa limite 
homotopique et sa colimite homotopique ( |Lh4| , 5] ) seront notees par 

holimiH hocolimjH 

Si X est un espace algebrique, X^t ( resp. Xn ) designera le site des 
espaces algebriques etales et de type fini sur X ( resp. lisses et de type 
fini sur X ) muni de la topologie etale ( resp. lisse ). 
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Premiere Partie : 



Theoremes de 

Grothendieck-Riemann-Roch 
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1 Chapitre 1 : Generalites sur les champs 



Dans ce chapitre nous fixerons les notations et les definitions dont 
nous aurons besoin par la suite. Comme il ne contient aucun resultat 
vraiment nouveau, nous invitons le lecteur a le considerer comme une 
annexe de notations. 

Dans un premier temps nous rappelons les relations entre champs et 
prefaisceaux simpliciaux. Cela nous permettra par la suite de donner 
un cadre naturel pour la cohomologie d'un champ a valeurs dans un 
prefaisceau en spectres, formalisme qu'il est indispensable de posseder 
pour etudier la K-theorie de tels objets. Comme nous aurons a faire de 
nombreuses constructions directement au niveau des spectres, en parti- 
culier pour appliquer des techniques de descente, nous avons choisi de 
travailler dans le cadre des categories homotopiques. 

Dans la seconde partie du chapitre nous fixerons quelques definitions 
concernant les champs algebriques. Certaines se trouvent dans la litterature 
classique ( ||D-M| , |L-M[| ), d'autres pas ( |1.20| ). Le lecteur y trouvera aussi 



des enonces sur les ( quasi ) enveloppes de Chow dans le cadre des champs 
algebriques. Cette notion nous sera tres utile pour " approximer" certains 
champs algebriques par des gerbes. 

1.1 Champs, prefaisceaux simpliciaux et prefaisceaux en spec- 
tres 

Tout au long de ce paragraphe, C designera un site de Grothendieck, 
dans lequel les produits fibres existent. 

1.1.1 Champs et prefaisceaux simpliciaux 

Soit SPr{C) la categorie des prefaisceaux simpliciaux sur C. D'apres 
]J2| , c'est une categorie de modeles fermee simpliciale. Rappelons que 



lorsque C possede suffisamment de points ( par exemple lorsque C est le 
grand site etale des schemas ), un morphisme / : F — > F' entre deux 
prefaisceaux simpliciaux est une equivalence faible, si pour tout point x, 
le morphisme induit sur les fibres '■ F^ — > F^ est une equivalence 
faible. 

Si F et G sont deux objets de SPr{C), nous noterons Homs{F,G) 
I'ensemble simplicial des morphismes de F dans G, et 

RHom,{F,G) := Hom,{F,HG) 

on Ton a choisi une resolution injective G "—>■ HG. Comme les resolutions 
injectives sont essentiellement uniques, HHonis^F, G) est un objet determine 
a iso morphisme unique pres dans la categorie homotopique HoSEns. 
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Soit U — > X un morphisme de C, et J\f{U/X) son nerf. C'est I'objet 
simplicial de C defini par 

AfiU/X) : A"P — > C 

\p\ ^ U Xx U Xx ■ ■ ■ Xx U 

p fois 

Ainsi, pour tout prefaisceau simplicial F sur C, on dispose du foncteur 
compose 

F o MiUlX) : A — > SEns 

[p] ^ F{AfiU/X){[p])) 

Nous noterons alors 

H(f//X,F) := holim^{F oM{U/X)) 

Dans le cas oii U — > X est un morphisme couvrant, H(f//X, F) est 
I'espace de cohomologie de Cech du recouvrement U — > X a coefficients 
dans F. Par la propriete universelle des limites homotopiques, il existe 
un morphisme naturel d'ensembles simpliciaux 

^H(f//X,F) 

Definition 1.1 Un objet F de SPr{C) est appele flasque, si pour tout 
morphisme couvrant U — > X de C, le morphisme naturel 

F{X)^UiU/X,F) 

est une equivalence faible. 

La relation entre prefaisceaux flasques et fibrants est donnee par le 
theoreme de descente, dont une partie de la demonstration figure en 
appendice ( |6.11| ). 

Theoreme 1.2 Un prefaisceau simplicial F sur C est flasque, si et seule- 
ment si pour toute resolution injective 

F ^ HF 

et tout objet X G Ob{C), le morphisme 

F{X) — > HF{X) 

est une equivalence faible. 

Remarque: Dans la terminologie de fj^, notre notion de fiasque se 
traduit par "fiasque par rapport a tout objet X de C". 

II existe aussi une notion analogue pour les prefaisceaux en spectres, 
et le theoreme precedent reste encore valable. 
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Rappelons ( [|L-M|| ) qu'une categorie fibree en groupoides sur C est 
la donnee d'un categorie C et d'un foncteur 

7r:C — 

verifiant les deux conditions suivantes 

1. Pour tout morphisme / : Y — > X dans C, et tout objet x G Oh{C) 
tel que 7r(x) = X, il existe un morphisme u : y — > x dans C tel que 
7r(M) = /. 

2. Pour toute paire de morphismes u : y — > x et v : z — > x dans C, et 
tout morphisme / : 7i(y) — >• 7i{z) dans C tel que 7r(t>)o7r(/) = n{u), 
il existe un unique morphisme w : y — > z dans C tel que 7i{w) = f. 

Pour tout prefaisceau d'ensembles E sur C, on definit la categorie 
fibree en groupoides n : E — >• C de la fagon suivante 

• les objets de E sont les couples (X, s) oii X G Ob{C), et s G E{X) 

• un morphisme u : {Y, t) — > (X, s) est la donnee d'un morphisme 
/ : Y — > X dans C, tel que u*{s) = t 

• le foncteur vr est defini par tt{X, s) = X, et 7i{u) = f. 

Si IT : C — > C et tt' : C — > C sont deux categories fibrees en 
groupoides sur C, nous noterons HomciC^C) la categorie des foncteurs 
de C vers C qui commutent avec tt et tt'. Remarquons que cette categorie 
est en realite un groupoide ( | |L-1VI| ] ). 

Definition 1.3 Soit ir : C — > C une categorie fibree en groupoides sur 
C . Le prefaisceau en groupoides associe est defini par 

Fc: C — > Gpd^ 

X ^ HomciX,C) 

ou X est le prefaisceau represente par X. 

Le prefaisceau simplicial deduit de Fc par le foncteur qui a un groupoide 
associe son ensemble simplicial classifiant, sera note BEq. 

Rappelons qu'un categorie fibree en groupoides C est un champ en 
groupoides, si toutes les donnees de descente sont effectives ( | |L-1VI] ] ). Par 



abus de langage le mot "champ" signifiera toujours "champ en groupoides" , 
sauf mention explicite du contraire. II est alors facile de voir que C est 
un champ si et seulement si BEc est fiasque. La categorie des champs en 
groupoides sur C sera notee Ch{C). Nous noterons aussi HoCh{C) sa 
categorie homotopique. C'est la categorie qui possede les memes objets 
que Ch{C), et dont I'ensemble des morphismes entre deux champs C et 
C est 

HomHoCh{c){C,C') := ■K^Homc{C,C') 
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En realite le foncteur C i— > BFq induit une equivalence de la categorie 
homotopique des champs sur C avec celle des prefaisceaux simpliciaux 
flasques 1-tronques et morphismes flexibles ( [0 )• Remarquons que 
cette derniere est elle-meme equivalente a la sous-categorie pleine de 
HoSPr{C), formee des objets 1-tronques. 

Ainsi, il nous est permis de voir un champ ( ou une categorie fibree 
en groupoides ) comme un prefaisceau simplicial. De cette fagon, pour 
tout champ C sur C, et tout F G SPr{C), nous pouvons definir 

RHoms{C,F) := RHonisiBFc, F) e HoSEns 



1.1.2 Cohomologie generalisee des prefaisceaux Simpliciaux 

Soit Sp{C) la categorie des prefaisceaux en spectres sur C. Nous 
Savons d'apres 2.53], que c'est une categorie de modeles fermee munie 
de "Hom" internes que Ton notera Hom^ ^j., .). Le spectre des mor- 
phismes entre deux objets F,G E Sp{C), est defini par 

Homsp{F,G) := limri Hom^ ^jF, G) ) 

On definit alors 

RHom,p{F, G) := Hom,p{F, HG) 

oil I'on a choisi une resolution injective G ^ HG. C'est un objet 
determine a isomorphisme unique pres dans HoSp. 



Si F est un prefaisceau simphcial, et K un prefaisceau en spectres, on 
pent definir exactement comme dans le prefaisceau en spectres des 
morphismes 

HornspiF,K). 

On dipose alors du spectre des morphismes de F vers K, defini par 
Homsp{F,K) := liniri Hom {F,G)). 



Definition 1.4 Soit F un prefaisceau simplicial, et K un prefaisceau en 
spectres sur C . Alors le spectre de cohomologie de F a coefficients dans 
K est defini par 

H(F, K) := KHonispiF, K) 

Si C — > C est une categorie fibree en groupoides sur C , son spectre de 
cohomologie a coefficients dans K est defini par 

H(C,K) :=H(Fc,K) 

Remarquons que H definit des bifoncteurs 

H : HoSpr{G) x HoSp{G) — > HoSp 

H : HoCh{C) X HoSp{C) — > HoSp 
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1.2 Champs et spectres de i^-theorie 

Pour ce paragraphe, on supposera de plus qu'il existe une categoric 
cofibree en categories exactes 

p:S — 

C'est a dire que £ est une categoric exacte, et p est un foncteur tel que 

• Pour tout objet x G Oh£, et tout morphisme de C / : F — > X, il 
existe une "image reciproque de x par /". C'est a dire, il existe un 
morphisme u : y — > x dans tel que p{u) = f, et tel que pour 
tout morphisme de £ v : z — > x avec p{v) = f, il existe un unique 
morphisme w : y — > z tel que p[w) = Id. 

• Soit Z — ^ Y — ^ X sont deux morphismes de C, x G Ob£, et 
y G Ob£ une image reciproque de x par /. Alors toute image 
reciproque de y par g est une image reciproque de x par fog. 

• Si X — — est une suite exacte dans alors = p{v) = Id. 

• Si E : X — — est une suite exacte avec p{x) = X, alors 
pour tout morphisme de C / : F — > X, toute image reciproque de 
E par / est encore une suite exacte. 

Nous lui associons le prefaisceau en categories exactes suivant 

Fs: C — > CatEx 

X ^ Homcart{X,£) 

oil CatEx est la categoric des categories exactes et foncteurs exacts, et 
Homcarti^y £) la sous-categorie de HorndX, £) des sections cartesiennes 

( m i-i-i] )• 

L'exemple standard que Ton utilisera est celui 011 C = {Sch/S)ii est 
le site des schemas muni de la topologie lisse, et £ la categoric cofibree 
des fibres vectoriels sur C. Ses objets sont les couples {X,V), avec X 
un schema sur S, et V un fibre vectoriel sur X, et un morphisme entre 
[Y, W) et {X, V) est la donnee d'un morphisme de schemas / : Y — > X 
et d'un morphisme de fibres vectoriels sur Y, W — > f*(y). 

Si C est un champ, on posera 

£ := Homcart{C,£) 

la categoric des morphismes cartesiens de champs sur C ( |G|, 1.1.1] ). 

Si on note C{X) la categoric des fieches de C au-dessus de I'identite 
de X, alors la categoric f^£ est equivalente a la categoric suivante 

un objet : est defini par la donnee suivante : 
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• Pour tout objet X G Ob{C), et tout objet s G Ob{C{X)) la donnee 
d'un objet V(,) G ObS{X) 

• Pour tout morphisme de C, f : Y — > X, et toute paire d'objets 
s G Ob{C{X)), s' G Ob{C{Y)), et tout isomorphisme dans C{Y), 
h : f*{s) ^ t, un isomorphisme dans S{Y) 

• Pour toute paire de morphismes de C 

9 f 

Z ^L^Y ^^X 

tout triplets d'objets s G 06(C(X)), t G 06(C(r)), ?x G Ob{C{Z)), 
et toute paire d'isomorphismes dans S{Y) et 

/i:r(s)^t 
j : 9*{t) ^ 

une egalite dans S{Z) 

4>t,g,j O g*4>sj,h = 4>uJog,hoj 

un morphisme : entre ^ et est defini par la donnee suivante : 

• Pour tout objet s G Ob{C{X)), un morphisme dans £{E) 

as : V(s) — ^ W(^s) 

• Pour tout morphisme de C, / : F — > X, toute paire d'objets 
s G ObC{X) et t G CiY), et tout isomorphisme dans S(Y), 
h : f*{s) ~ t, une egalite dans S{Y) 

Ainsi, £ est equivalent a la categorie des pseudo-transformations 
naturelles entre les pseudo-foncteurs ( Ol ) 



C — > Cat 
X ^ C{X) 

et 

C — > Cat 
X ^ £{X) 

Nous noterons aussi £ la categorie des sections cartesiennes globales 
de £ sur C. En clair 

£ ■= Homcart(*,£) 

Jc 

oil * est le prefaisceau d' ensembles constant associe a un ensemble a un 
element. 
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Definition 1.5 Le prefaisceau en spectres de K-theorie associe au couple 
(C, £) est defini par 

K:C — ^ Sp 

X ^ K{Fe{X)) 

oil 

K : CatEx — ^ Sp 

est le foncteur de K-theorie defini dans \Wa\ , 1.3/ par exemple. On 
definit alors la K-cohomologie d'un champ C a coefficients dans 8 par 

K(C) := niC.K) 

Le spectre de K-theorie d'un champ C a coefficients dans £ est defini 

K(C) := K{ [ 8) 



Jc 

Les groupes de K-cohomologie et de K-theorie deC a coefficients dans £ 
sont definis respectivement par 

K„(C) := TT^KiC) 

Km{C) := 7r^K(C) 

Les correspondances C i— K(C) et C K(C), definissent des foncteurs 

K : HoSPr{C) — > HoSp 

K : HoCh{C) — > HoSp 

En effet, pour K cela provient directement de sa definition. Pour le 
second, il suffit de garder a I'esprit que 



c 



transforme equivalences de champs en equivalences de categories, et determine 
done un foncteur 

HoCh{C) — ^ HoCatEx 

Proposition 1.6 // existe une transformation naturelle de foncteur 

can : K — > K 

Preuve: Soit C un champ en groupoides sur C. Alors, pour chaque 
objet X de C, et chaque morphisme de champs s : X — > C, on dispose 
du foncteur image reciproque 

s* : j ^ ■= Homcart{C,£) — > Homcart{X,£) =: Fsi^X) 
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Ces images reciproques verifient de plus (s o s')* = s* o {s')*. Ainsi, pour 
X variable dans Ob{C), les foncteurs 

Homcart{X,C)—^Fe{X) 

definissent un foncteur exact de categories exactes 

^ Homc{Fc,Fe) 

ou Homc{Fc, Fg) est la categorie exacte des morphismes de prefaisceaux 
en categories sur C. Or, il existe un morphisme naturel de categories 

WHomc{Fc,Fe) ^ Homc{Fc,WFe) 

oil W designe la construction de Waldhausen ( |[Wal| , 1.3] ) qui a une 
categorie exacte associe son spectre de i^-tlieorie. Ainsi, on trouve un 
foncteur naturel en C 

W j £ — > HomciFc, WFe) 

que Ton compose avec le foncteur classifiant 

BW j £ — > BHomc{Fc,WFs) 

Comme il existe un morphisme canonique 

BHomcat{A,B) ^ HomsEns{BA, BB) 
on en deduit un morphisme d'ensembles simpliciaux 

K(C)[o] ■.= BW j^£^ Hom,{BFc,K^,^) 

Par la naturalite de cette construction, ce morphisme s'etend en un mor- 
phisme de spectres 

K{C) HomspiSiBFc),K) 

On pent alors composer ce morphisme avec une resolution inject ive 

K^HK 

pour obtenir le morphisme cherche 

K(C) — > B.{C,K) 

Une fois que cette resolution injective a ete choisie, ce morphisme est 
fonctoriel en C. □ 
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Voici deux exemples qui montrent que le morphisme de HoSp 

K{C) ^ K(C) 

peut etre, ou ne pas etre, un isomorphisme. 

Considerons C = {QProj /k)zar, le gros site des schemas quasi-projectifs 
sur un corps k, muni de la topologie de Zariski. Prenons £ la categorie 
cofibree des faisceaux coherents localement libres et de rang fini sur C, 
et K et K les foncteurs de i^'-theorie et de i^-cohomologie associes. 

Alors, pour C = X un schema de C, K(F) est le spectre de i^'-theorie 
de la categorie des faisceaux localement libres et de rang fini sur X, et 
K(C) est le spectre de cohomologie de Xzar a coefficients dans K. On 
salt alors que le morphisme canonique 

est une equivalence faible ( |[l'h| , 10.5] ). 

Prenons maintenant C = {QProj /k)et, le gros site des schemas quasi- 
projectifs sur un corps k, muni de la topologie de etale. Dans ce cas 
K(X) est le spectre de cohomologie de X^t a coefficients dans K. On 
salt alors que le morphisme naturel 

K(X) -^H(Xzar,K) 

n'est une equivalence que ratio nnellement. 

Supposons pour terminer que Ton dispose d'une autre categorie cofibree 
en categories exactes S' sur C, qu'il existe un produit tensoriel exact dans 
les deux variables 

: S Xc S — > S 
ainsi qu'une structure de £^-module sur 

(^■.SxcS' — >S' 

qui est exacte en la premiere variable. Notons K' et K' les foncteurs de 
i^-theorie et de i^-cohomologie a coefficients dans S'. On salt alors que 
Ton peut construire des produits ( [^1, 5.3] ) 

KAK — >K 

K A K' — >K' 
KAK — ^K 
KAK' — > K' 

qui font de K ( resp. K ) un foncteur en spectres en anneaux, et de K' 
( resp. K' ) un foncteur en spectres en K-modules ( resp. K-modules ). 
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1.3 Champs algebriques 

Nous noterons S un schema noetherien integre de dimension finie et 
universellement japonais ( i.e. toutes les normalisations de schcmas dc 
type fini sur S sont dcs morphismes finis ), et {Esp/S)ii le gros site des 
S'-espaces algebriques essentiellement de type fini et separes sur S, ou un 
morphisme est couvrant s'il est lissc et surjcctif. 

A I'aide du lemme de Yoneda, nous identifierons la categorie (Esp/S) 
a une sous-categorie pleine des prefaisceaux simpliciaux sur {Esp/S)ii. 
Nous dirons alors qu'un objet F e SPr{{Esp/ S)ii) est representable s'il 
est isomorphe dans HoSPr{{Esp/S)ii) a un objet provenant dc (Esp/S). 
Par extension, nous appellerons tout objet representable un "5'-espace 
algebrique" . 

Comme nous I'avons fait remarquer au 2.1.1, nous pouvons definir les 
champs en groupoides comme des prefaisceaux simpliciaux. II nous ar- 
rivera cependant de les definir comme des categorie fibrees en groupoides. 
Comme nous les considererons dans la categorie homotopique, le point 
de vu adopte importe pen. 

1.3.1 Quelques definitions et proprietes 

Definition 1.7 1. Un morphisme de prefaisceaux simpliciaux f : F - 
sur {Esp/S)ii est representable, si pour tout S-espace algebrique X , 
et tout morphisme s : X — > F' de prefaisceaux simpliciaux, le 
prefaisceau simplicial f~^{X) := F Xp' X est representable. 

2. Soil P un type de morphismes de S-espaces algebriques, stable par 
changement de base ( e.g. lisse, etale, plat, immersion fermee, 
immersion ouverte, surjcctif, de type fini ... ). Un morphisme 
representable de prefaisceaux simpliciaux sur {Esp/S)ii f : F — > 
F' est de type P, si pour chaque S-espace algebrique X , et chaque 
morphisme s : X — ^ F' de prefaisceaux simpliciaux, le morphisme 
d'espaces algebriques 

f^:f-\X)^X 

est de type P. 

3. Soit P un type de morphismes de S-espaces algebriques, local pour la 
topologie lisse ( e.g. localement d 'intersection complete, immersion 
reguliere ... ). Un morphisme representable de prefaisceaux sim- 
pliciaux sur {Esp/S)ii f : F — > F' possede la propriete P, si pour 
chaque S-espace algebrique X , et chaque morphisme s : X — > F' 
representable et lisse, le morphisme d'espaces algebriques 

f^:f-\X)^X 

est de type P. 
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4- Un prefaisceau simplicial 1-tronque sur {Esp/S)ii F, est algebrique 
( quasi-separe et localement de type fini ), si 

• le morphisme diagonal 

A: F — > F XsF 

est representable, quasi-compact et separe 

• il existe un S-espace algebrique X, et un morphisme ( automa- 
tiquement representable par le premier point ), lisse et surjectif 

f:X-^F 

On dira alors que F est lisse ( resp. regulier, normal, de type fini ) 
sur S, si on peut prendre X lisse ( resp. regulier, normal, de type 
fini ) sur S . 

5. une categoric fibree en groupoides C sur {Esp/S)ii est un champ 
algebrique, si le prefaisceau simplicial Fq est flasque et algebrique. 

Remarquons qu'une categorie fibree en groupoides C sur {Esp/S)ii 
est un champ algebrique dans la terminologie de | |L-iVI| ] , si et seulement 
si c'est un champ algebrique pour la definition precedente. 

Definition 1.8 La 2-categorie des champs algebriques sur S sera notee 
ChAlg{S). Le groupoide des 1-morphismes deC versC sera note Homch{C,C') . 



La categorie homotopique des champs algebriques sur S, notee HoChAlg{S) , 
est I'image essentielle dans HoSPr{{Esp/S)ii) du foncteur 

ChAlg{S) — > HoSPr{{Esp/S)ii) 
C ^ Fc 

Notations et Terminologie: Le mot "morphisme" fera touj ours reference 
a un morphisme dans HoChAlg{S), alors que nous preciserons 
" 1-morphisme" pour ceux dans ChAlg{S). De meme nous parlerons de 
"diagrammes commutatifs" pour les diagrammes commutatifs de HoChAlg{S), 
et de "diagrammes 1-commutatifs" pour ceux de ChAlg{S). Nous dirons 
que deux champs sont equivalents s'ils sont isomorphes dans HoChAlg{S). 

Un 1-morphisme s : X — > F, avec X un espace algebrique sera 
appele une section de F au-dessus de X. Le lemme de Yoneda permettant 
d'identifier canoniquement le groupoide des sections au-dessus de X avec 
F{X), nous parlerons alors de I'objet s G ObF{X) associe a s. Ce n'est 
que I'image par s de I'identite. 

Par la suite un "champ algebrique" sera toujours un champ algebrique 
de type fini sur S. Dans les quelques cas oii les champs ne seront pas de 
type fini, nous preciserons "champs algebriques localement de type fini". 
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En particulier, comme S est noetherien, tout champ algebrique est aussi 
noetherien. 

Bien que nous travaillerons essentiellement dans HoChAlg{S), nous 
aurons besoin quelque-fois de revenir a ChAlg{S) pour definir certains 
objets. 

Definition 1.9 Un l-morphisme de champs algebriques f : F — > F' 
est propre, si pour tout S-espace algebrique X, et tout l-morphisme 
s : X — >• F' , il existe un S-espace algebrique Y, et un diagramme 
commutatif 

Y 

f-\X)-^X 

JX 

avec q propre, et p surjective. 

Remarque: Comme la proprictc d'etre reprcsentable pour un l-morphisme 
est invariante par equivalence, la notion de morphismes reprcsentables 
dans HoChAlg[S) est bien definie ( comme morphismes isomorphes a des 
images de 1-morphismes representables ) . De meme, pour un morphisme 
reprcsentable, la propriete d'etre etale, surjectif, lisse, plat, localement 
d'intersection complete, une immersion fermee, une immersion ouverte 
... possede un sens. 

II en est de meme pour la notion de morphisme propre. 

Definition 1.10 Le champ des ramifications Ip d'un champ algebrique 
F est defini par 

If '■— F XpxsF F 

On notera 

TTp : Ip — > F 

le morphisme naturel. 

Soit F un champ algebrique. 

1. On dira que F est separe, si le morphisme 

A:F — > F XsF 

est propre. 

2. Nous dirons que F est de Deligne-Mumford, si le morphisme 

A:F — > F XsF 

est non-ramifie. 
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3. Nous dirons que F est A-affine, si le morphisme 

A: F — > F XsF 

est affine. 

Par la suite, tous les champs de Deligne-Mumford que Von rencontr- 
era seront supposes separes. 

Remarques: 

• Soit F un champ algebrique. Pour chaque objet X G (Esp/S), et 
chaque objet s G ObF{X), le faisceau des automorphismes de s 

Auty(s) : {Esp/X)u Gp 

{u:Y^X) ^ AutF{Y){u*{s)) 

est representable par un X-espace algebrique en groupes ( |[L-M|| ), 
note Autx{s). Dire alors que F est A-affine, est equivalent a dire 
que pour tout X et s comme ci-dessus, Autx{s) est affine sur X. 

• D'apres | |L-1VH | , la definition (2) precedente est equivalente a la definition 
donnee dans [p-M| , 4.6], ce qui explique le choix de la terminologie. 

• Un champ algebrique separe de Deligne-Mumford est A-affine. En 
effet, A etant quasi-compact et non-ramifie, il est quasi-fini. Ainsi, 
A est propre et quasi-fini, done fini, et en particulier affine. 

• Si 5 est de caracteristique nuUe, tout champ algebrique A-affine et 
separe est de Deligne-Mumford. En effet, A etant affine et propre, 
il est fini, et done quasi-fini. C'est done un champ de Deligne- 
Mumford d'apres |[Vi2| , 7.17]. Ceci n'est plus vrai pour S general. 

• Remarquons aussi, qu'un S'-espace algebrique est un champ algebrique 
F tel que 

A: F — > F XsF 
soit un monomorphisme. ( |[L-M|| ). 

Exemple: Soit X un S'-espace algebrique, et H — > S un X-espace 
algebrique en groupes, lisse sur S. On suppose que H opere sur X au- 
dessus de S 

a:XxsH — >X 

On definit le champ classifiant [X/H], comme la categorie fibree sur 
{Esp/S)ii, dont la categorie fibre au-dessus d'un objet Y G (Esp/S) est 
le groupoide des diagrammes 

p f 
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ou p est un H-Gbie principal, et / un morphisme if-equivariant. On sait 
que [X/H] est un champ algebrique ( ||L-M 



De plus, dans le cas oii H est affine sur S, [X/H] est A-affine. En 
effet, le champ Ip est alors equivalent au champ quotient [X/H], oh X 
est le sous-espace algebrique en groupes de X x 5 if des couples (x, h) 
tels que h.x = x. 



Definition 1.11 Soit F un champ algebrique. 

• Un espace de modules pour F est un S-espace algebrique M , muni 
d'un morphisme 

p: F — > M 

tel que 

1. pour tout S-corps separablement clos K , le morphisme induit 

p^ : ttqF^SpccK) — > HQM{SpecK) 
est une bijection 

2. le morphisme p est universel ( dans HoChAlg{S) ) pour les 
morphismes vers les espaces algebriques. 

• Un quotient geometrique uniforme pour F est un espace de modules 
M, tel que 

1. la projection p : F — > M est un morphisme submersif ( i.e. 
un sous-champ F' "-^ F est ouvert si et seulement si p{F') est 
ouvert dans M ) 

2. le morphisme naturel F — > F Xm F est surjectif 

3. pour tout morphisme plat d' espaces algebriques f : M' — > M , 
la projection p' : F' := F x m M' — > M' est un morphisme sub- 
mersif, qui fait de M' un espace de modules pour F' , et verifiant 
la propriete (2) ci-dessus 

Remarque: Si F = [X/H], est un champ quotient d'une action d'un S- 
schema en groupes sur un S'-schema X, alors M est un quotient geometrique 
uniforme pour F si et seulement s'il est un quotient geometrique uniforme 



de X par H au sens de ||M-F-K| , 0.6]. 



Rappelons les deux principaux resultats d'existence. 

Theoreme 1.12 JA-Tl^ / Si F est un champ algebrique tel que 

A : F — > F XgF 

soit fini, alors F possede un quotient geometrique uniforme. 

En particulier, tout champ de Deligne-Mumford possede un quotient 
geometrique uniforme. 
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Question: Le theoreme |1.12| reste-t-il vrai si on remplace "fini" par 
" equidimensionnel" ? 

Dans le cas oii S est de caracteristique nulle, on possede le lemme 
suivant, repondant partiellement a la question precedente. 

Lemme 1.13 Soit F un champ algebrique sur S, tel que le morphisme 
diagonal A : F — > F Xs F est equidimensionnel. Alors, si S est de 
caracteristique nulle, il existe une factorisation unique a homotopie pres 




oil Fo est un champ de Deligne-Mumford ( eventuellement non quasi- 
separe, i.e. avec un morphisme diagonal eventuellement non separe ), et 
f fait de F une gerbe bornee par des espaces algebriques en groupes lisses 
sur Fq . 

Preuve: Pour cliaque paire de sections s,t : X — > F, on dispose 
de I'espace algebrique des isomorphismes Isomx{s,t) — > X. C'est un 
torseur sous le X-espace algebrique en groupes Autx{s). Par hypothese, 
le morphisme de projection Autx{s) — > X est equidimensionnelle. Comme 
la caracteristique de S est nulle, on conclut done par | [SGA 3 /| , Exp. IVb 
Cor. 4.4] que le schema des composantes connexes K = 7TQAutx{s) — > 
X existe, mais pent etre non separe sur X. Le torseur Isomx{s, t) induit 
done un _ft"-torseur sur X, 7iQlsomx{s,t) — > X. 

Ceci nous permet alors de definir Fq{X) comme etant le groupoide 
possedant les memes objets que F{X), et avec I'ensemble des sections de 
nolsomx{s,t) — ^ X comme morphisme de s vers t. 

De cette fagon, Fq est clairement un champ tel que le morphisme diago- 
nal Fo — > Fq X Fq est quasi-fini. Comme nous sommes en caracteristique 
nulle, c'est un champ de Deligne-Mumford. Enfin, le morphisme naturel 
F — y Fq est localement sur s : X — > Fq de la forme 

BAutx{s) — > BnoAutx{s). 

C'est done une gerbe borne par I'espace algebrique en groupes lisse sur 
X representant la composante neutre de Autx{s). □ 



Definition 1.14 Supposons que S est de caracteristique nulle. Un champ 
algebrique F , tel que le morphisme diagonal est equidimensionnel est ap- 
pele /S.- equidimensionnel. 

Dans ce cas, si le champ F^ du lemme \l.ldi est separe, on dira que F 
est pseudo-separe. 
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Ainsi, on voit que si S est de caracterisitique nulle, tout champ A- 
equidimensionnel pseudo-separe possede un quotient geometrique uni- 
forme. 

Inversemment, si F est normal et possede un quotient geometrique 
uniforme, alors le morphisme diagonal est forcemment equidimensionnel. 

Theoreme 1.15 JL-Tl^ / Si F est un champ algebrique, tel que le mor- 
phisme 

TTp '■ If — ^ 

soit plat, alors F possede un quotient geometrique uniforme M. De plus 
le morphisme naturel F — > M , fait de F une gerbe sur M , bornee par 
des M-espaces algebriques en groupes plats sur M. 

Par la suite, nous nous interesserons particulierement aux champs qui 
sont localement des quotients par des groupes affines. 

Definition 1.16 Un champ algebrique F est localement un quotient ( resp. 
localement un quotient affine ), s'il existe un morphisme 

p:F — >X 

ou X est un S-espace algebrique, tel qu'il existe un recouvrement etale 
{Ui}i^j de X, des S-espaces algebriques en groupes Hi lisses ( resp. 
lisses et affines ) sur S , operant sur des S-espaces algebriques Xi, et 
des equivalences 

Fu, := FxxUi^ [XjHi] 

Si de plus, F possede un quotient geometrique uniforme, on dira que 
F est localement un quotient geometrique uniforme ( resp. quotient 
geometrique uniforme affine ). 

Pour terminer nous rappelons un fait bien connu, mais pour lequel 
nous n'avons pas trouve de reference sous cette forme. 

Proposition 1.17 Soit F un champ de Deligne-Mumford, etp : F — > M 
son espace de modules. Alors, il existe un recouvrement etale {t/i}iG/ de 
M, des groupes finis Hi, des espaces algebriques Xi et une action de Hi 
sur Xi, tel que pour tout i E I , le champ Fjj. := p^^{Ui) soit equivalent 
au champ [Xi/Hi]. 



Preuve: Voir la premiere partie de la preuve de |[Vi2|, 2.8]. □ 



Corollaire 1.18 Tout champ F de Deligne-Mumford est localement un 
quotient geometrique uniforme affine. 

Si S est de caracteristique nulle, tout champ algebrique A- equidimensionnel 
et pseudo-separe est localement un quotient geometrique uniforme. 

Question: Si F est un champ algebrique A-affine possedant un quo- 
tient geometrique uniforme, F est-il localement un quotient geometrique 
uniforme ? 
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1.3.2 Quasi-enveloppes de Chow 

Pour un champ algebrique F, nous noterons \F\ I'ensemble de ses 
sous-champs fermes integres. Les elements de |F| seront appeles les 
points de F. 

Pour chaque point x e le sous-champ correspondant sera note 
{x}. Comme ce champ est integre, il existe un sous-champ ouvert U de 

{x} qui est une gerbe sur un espacc algebrique integre M. Notons 

i : SpecK{M) — > M , le point generique de M. Alors i*F := U Xm SpecK{M) 

est une gerbe sur SpecK{M). 

Definition 1.19 La gerbei*F definie ci-dessus est appelee la gerbe residuelle 
de F au point x. Elle sera notee x. 

La classe du groupe d 'isotropic d'un point x e est la classe de 
conjugaison du groupe algebrique sur Speck{xy'P qui borne la gerbe x. 
On la notera \Hx\. 

L'ordre de ramification de F en un point x est par definition I'ordre 
de \Hx\, s'il existe. 

Remarquons que pour chaque point x de F, on dispose d'un mor- 
phisme representable canonique 

Definition 1.20 Un morphisme propre de champs algebriques 

f-F^F' 

est une quasi- enveloppe de Chow, si pour tout point x e \F'\, le mor- 
phisme induit 

fx ■■ r^{x) -.^ F Xf'X — ^x 

admet une section apres un changement de base fini de k{x). 

Notons que les quasi-enveloppes de Chow sont stables par change- 
ments de base quelconques, ainsi que par composition. 

Exemple: Soit F un champ algebrique separe, et X — > F une quasi- 
enveloppe de Chow, avec X un espace algebrique. Alors F est au- 
tomatiquement un espace algebrique. En effet, lorsqu'un morphisme 
representable / : F — > F' est une quasi-enveloppe de Chow, pour tout 
point X e |F'|, il existe un point y e |F| avec f{y) = x, tel que le 
morphisme induit 

\Hy\® Speck{yyp — > \H^\ ^ Speck{yyp 

soit un isomorphisme. Comme X est tel que \Hy\ est trivial pour chaque 
7/ e on en deduit que F est un champ algebrique tel que 

A : F — > F XsF 
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est une immersion fermee. C'est done un espace algebrique. 



Theoreme 1.21 1. Soit F un champ algebrique de Deligne-Mumford 
reduit. Alors, il existe un nombre fini de S-espaces algebriques Xi, 
des groupes finis Hi ( operant trivialement sur ), et un mor- 
phisme representable fini 



f ■.W[Xi/H,]^F 



qui est une quasi- enveloppe de Chow. 
2. Supposons que S est de caracteristique nulle. Soit F un champ 



algebrique normal, A-equidimensionnel et pseudo-separe ( 1.14 )- Alors, 
il existe un nombre finis d'espaces algebriques X^, et un morphisme 
representable fini 

> F 



qui est une quasi- enveloppe de Chow, avec Ft une gerbe sur Xi 
bornee par des espaces algebriques en groupes lisses sur Xi. 

Preuve: (1) Si on construit une quasi-enveloppe de Chow verifiant 
les conclusions du theoreme pour chacune des composantes irreductibles 
de F, leur union disjointe satisfera aux conditions demandees. On pent 
done se restreindre au cas oil F est integre. Soit M I'espace de modules 
de F. D'apres ||Vi2| , 2.6], il existe un S'-espace algebrique normal X et 
un morphisme representable fini 

f:X^F 

Notons Fq la normalisation de F x jv/ X, et Xq I'espace de modules de 
Fq. Alors le morphisme naturel Xq — > X est un morphisme fini et bi- 
rationnel entre deux espaces algebriques normaux, c'est done un isomor- 
phisme. Demontrons alors que Fq est une gerbe triviale sur son espace 
de modules X. 

Lemme 1.22 Soit F un champ de Deligne-Mumford normal tel que la 
projection naturelle p : F — > M sur son espace de modules admette une 
section. Alors F est equivalent a une gerbe triviale sur M. 

Preuve: II suffit de montrer que la projection F — > M fait de F une 
gerbe sur M. Comme ceci est local sur Met, on pent supposer par |1.17| , 
que F = [X/H] est un champ quotient d'un groupe fini H operant sur 
un S'-schema normal et irreductible X. 
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Dans ce cas M = X/H, et la section M — > F est definie par un 
diagramme commutatif 

X/H X/H 

q p 



ou p est la projection canonique, q un i7-fibre principal, et / un mor- 
phisme if-equivariant. Comme q est etale, / est non-ramifie. Or y et X 
sont normaux et de meme dimension, done / est etale. Ce qui implique 
que p est aussi etale. Ainsi, si Hq = Ker{H — > Aut{X)), Taction de 
H/Hq est libre , et F est equivalent a [{X/H)/Ho]. □ 

Ainsi, Fq ~ [Xq/Hq] pour un groupe fini operant trivialement sur Xq. 
De plus, le morphisme 

/o : -fo — ^ 

est representable fini, et est generiquement une quasi-enveloppe de Chow. 
II existe done un sous-champ ouvert dense U ^ F te\ que F^XpU — > U 
soit une quasi-enveloppe de Chow. Notons F' le ferme complementaire 
reduit de U dans F. Par recurrence noetherienne, la proposition est vraie 
pour F'. Soit X;, H[ et 

f--W[x'jm^F' 

i 

une quasi-enveloppe de Chow pour F' . Alors 

/ = /o n /' : [Xo/H,] \]\X[/H:\ F 

i 

est une quasi-enveloppe de Chow pour F qui verifie les conditions de- 
mandees. 

(2) Le resultat se deduit immediatemment du cas (1) et du lemme 
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2 Chapitre 2 : iC-theorie des champs algebriques 



Dans ce chapitre nous allons etudier les spectres de i^'-theorie des 
champs algebriques. II s'agit d'essayer de decrire ces spectres en fonctions 
de " choses connues" , a savoir les spectres de i^'-theorie des schemas ou des 
espaces algebriques, ou encore la i^'-cohomologie des champs algebriques. 

Les premiers resultats dans cette direction sont les theoremes de de- 
scente ( [Ol ). Cependant, ils ne sont pas reellement utilisables pour 
decrire la i^'-theorie, mais sont plutot des outils techniques permettant 
de ramener les calculs a des cas connus ( quotients par des groupes finis 
par exemple ). Nous en feront un usage intensif dans le chapitre suivant, 
lors de la preuve des formules de Riemann-Roch. 

Bien que possedant de nombreuses proprietes analogues a celles de la 
i^-theorie des schemas ( localisation, homotopie, axiome du fibre pro- 
jectif ... ), la K-theorie des champs algebriques differe de celle-ci par le 
fait qu'elle ne possede plus la propriete de descente etale ( | [l'h| , 11.10] ). 
Ceci provient de la nature mixte des faisceaux coherents sur les champs 
algebriques, dans le sens oii ils font intervenir d'une part des faisceaux 
coherents sur des schemas, et d'autre part des representations de groupes 
algebriques. Dans le cas des champs de Deligne-Mumford par exem- 
ple, la i^-cohomologie rationnelle ne pent pas retenir I'information sur 
ces representations, car la cohomologie d'un groupe fini est de torsion. 
Bien que je n'aie pas verifie tons les details, il est meme probable que 
la condition de descente etale pour la i^'-theorie caracterise les espaces 
algebriques parmi les champs de Deligne-Mumford. C'est alors le but 
des theoremes de devissage ( p.l5| , |2.23| , |2.29| ) de decrire la partie de 



la ii'-theorie qui disparait dans la f^-cohomologie. Ces theoremes sont 
d'un certain point de vue orthogonaux aux theoremes de descente. En 
effet, il est difficile de les utiliser dans les calculs, mais en contre-partie, 
leur caractere descriptif permet de definir, de maniere assez evidente, le 
caractere de Chern qui sera utilise dans les formules de Riemann-Roch. 



Le site {Esp/S)ii est muni d'un faisceau d'anneaux coherent 

0:X^ Ox{X) 

On lui associe le champ en categories Vect — ^ {Esp/S)ii ( resp. 
Coh — > {Esp/S)ii ), dont la categorie des sections au-dessus d'un es- 
pace algebrique X est la categorie des faisceaux de O-modules localement 
libres et de rang fini ( resp. localement de presentation finie ) sur le site 
restreint {Esp/X)ii. Remarquons que Vect est un champ en categories 
exactes. II n'en n'est plus de meme de Coh. 

Si F est un champ algebrique, on pent definir son petit site lisse Fu. 
Ses objets sont les 1-morphismes lisses s : X — > F, avec X un espace 
algebrique. Un morphisme entre s : X — > F et t : Y — > F, est la 
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donnee d'un morphisme / : X — > Y, et d'un 2-morphisme h entre s et 
tof. 

Ce site est muni du faisceau d'anneaux 

On lui associe le champ en categories exactes Cohi^' — > Fu, dont la 
categoric des sections au-dessus de I'objet X — > F est la categoric des 
faisceaux de Oi?-modules coherents sur X. C'est la categoric cofibree 
Coh restreinte a F^. 



Pour un champ algebrique F, on pose alors 

Vect(F) := / Vect 
Jf 



Coh(F) := j Coh 

D'apres la definition des sections cartesiennes globales d'un champ 
( |]G|, 1.1.1] ), la categoric Vect(F) ( resp. Coh(F) ) peut-etre definie 
de la fagon suivante 



un objet : est defini par la donnee suivante : 

• Pour toute section s : X — > F, avec X un espace algebrique, la 
donnee d'un fibre vectoriel ( resp. faisceau coherent ) V(s) sur X 

• pour tout morphisme d'espaces algebriques / : Y — > X, et toute 
paire de sections 

s:X — >F 
t:Y — > F 

et tout 2-morphisme h : s o f ^ t, un isomorphisme de fibres vecto- 
riels ( resp. faisceaux coherents ) 

• Pour toute paire de morphismes d'espaces algebriques 

g f 

tout triplet de 1-morphismes s : X — > F,t : Y — > F,u : Z — > F, 
et toute paire de 2-morphismes 

h : s o f ^ t 

j -.tog 

une egalite 

^t,9j ° 9*4'sJ,h = 4>uJog,hoj 
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un morphisme : entre V et W est defini par la donnee suivante : 

• Pour toTitc section s : X — > F, avec X un espace algebrique, un 
morphisme de fibres vectoriels ( resp. faisceaux coherents ) sur X 

as ■ — > W(^s) 

• Pour tout morphisme d'espaces algebrique / : Y — > X, et toute 
paire de sections 

s:X — >F 
t:Y — > F 

et tout 2-morphisme h : s o f ^ t, une egalite 

Plus generalement, pour £ une categorie cofibree sur {Esp/S)ii, F un 
champ, et V une section globale cartesiennc dc S sur F, nous noterons 
V(s) la section de S sur I'espace algebrique X definie par un 1-morphisme 
s:X — >F. 

Supposons que / : F — > F' soit un morphisme propre de champs 
algebriques. Alors, on pent definir une pseudo-transformation naturelle 
entre les pseudo-foncteurs sur F/^ 

u^cohimu)) 

U ^ Coh{U) 

qui a un faisceau coherent sur f~^{U), associe le faisceau sur U. 

Le fait que ceci definit bien une pseudo-transformation naturelle est une 
consequence dc la formule de transfcrt pour les morphismes lisses. Ainsi, 
definit un morphisme de champs sur F/^ 

/* : /*Coh — > Coh 

Par la meme construction, si CModgco/i designe la categorie cofibree des 
complexes de O-modules, a cohomologie quasi-coherente et bornee, on 
definit une image directe 

: f^CM.o6.qcoh — CM.o6.qcoh 
2.1 Premieres proprietes 

Definition 2.1 Le prefaisceau en spectres de K-theorie d coefficients 
dans Vect est note I^. La K -cohomologie d'un champ algebrique F est 

K(F) :=H(F,Xq) 



39 



Le foncteur de K-theorie d coefficients dans Vect est note 

K: Ch{S) — > Sp 

F ^ K{F) := K{Vect{F)) 

Si F est un champ algehrique, son prefaisceau en spectres de K-theorie 
a coefficients dans Coh^ sera note G. On definit la G-cohomologie de 
F par 

G{F) :=H(F,,,Gq) 
Le spectre de G-theorie d'un champ algehrique F est defini par 

G{F) := K{Coh{F)) 

Nous noterons 

canp : K(F) — > K(F) 
canp : G(F) — > G{F) 
les morphismes canoniques )■ 

Remarque: Pour le site lisse Fn les morphismes de transitions ne 
sont pas forcement plats. Ainsi, G n'est pas reelement defini comme 
prefaisceau en spectres sur Fu. Pour resoudre cette difficulte il suffit de 
travailler avec les definitions de ||Th|| . 



Notons que si f : F — > F' est un 1-morphisme plat entre deux 
champs algebriques, le foncteur 

/* : /*Coh^, (Cohp) 

est exact, et induit done des morphismes 

/* : G(F) — > G(F') 

/* : G(F) — > G(F') 

De cette fagon, F \—>- G{F) et F ^-^ G(F) sont des foncteurs stricts de 
la 2-categorie {ChAlg{S), fl) des champs algebriques et 1-morphismes 
plats, vers celle des spectres, morphismes de spectres et classe d'homotopie 
d'homotopie entre morphismes. 

Si / : F — > F' est un morphisme propre et de dimension coho- 
mologique finie. Alors, on pent definir un morphisme dans HoSp 

/, : G(F) G(F') 

De cette fagon, F i— > G{F) est un foncteur covariant de la categorie 
{HoChAlg{S),pr < oo) des champs algebriques et morphismes propres 
de dimension cohomologique finie, vers HoSp. 

Nous aurons besoin a certains moments d'avoir une version fonctorielle 
de ces images directes. Pour cela, nous utiliserons les constructions de 
Thomason ( |[rh|| ). 
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Par exemple supposons que Ton dispose d'un J-pseudo-diagramme de 
champs algebriques 

F:I — > ChAlg{S) 

tel que pour chaque u : i — > j, le morphisme F{u) : F{i) — > F{j) 
soit propre et de dimension cohomologique finie. Notons, pour chaque 
i & I, A{i) la categorie bi-comphciale de Waldhausen des complexes de 
05i7'(j)-modules acycliques, et a cohomologie coherente et bornee. Alors, 
la correspondance 

i A{i) 

(u-.i^j)^ F{u), : A{i) ^ A{j) 

definit un J-pseudo-diagramme de categories bi-compliciales de Wald- 
hausen. Et par le procede de strictification |6.3| , un J-diagramme de 
categories bi-comphciales de Waldhausen 

SA:i^ SA(i) 

En prenant I'image par le foncteur covariant G, on obtient done un 
/-diagramme dans Sp 

G:i^ K{SA{^) 

Ainsi, pour chaque diagramme de champs algebriques, avec des mor- 
phismes de transition propres et de dimension cohomologique finie, on 
disposera d'un diagramme de spectres de G-theorie associe. Le cas que 
nous utiliserons le plus est celui oii / = A''^'. 

Supposons maintenant que / : F — > F' est propre et represent able. 
On dispose alors d'un morphisme de champs sur F/. 

: /*Coh — > Coh 

Si on note CModcoh ( resp. CModJ?^;^ ) la categorie cofibree en categories 
bi-compliciales de Waldhausen des complexes de C-modules ( resp. des 
C-modules acycliques et a cohomologie coherente et bornee ), a coho- 
mologie bornee et coherente, ce morphisme induit un morphisme exact 
de categories cofibrees en categories bi-compliciales de Waldhausen 

Ainsi, en passant aux spectres de K-theorie, on a construit un morphisme 
de prefaisceaux en spectres sur F/^ 

/* : f*G — > G 

Les produits tensoriels 

(g) : Vect X (Esp/s)ii Vect — > Vect 
(g) : Vect F X p^. Vect p — > Vect p 
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: Vecti? X p^. Cohp — > Cohp 
induisent des produits dans HoSp ( ^]2| ) 

® : KAK — 

® : K(F) A G(F) — > G{F) 

O : K AK — >K 
® : K(F) A G(F) — > G(F) 
Rappelons les principales proprietes de ce foncteurs. 

Proposition 2.2 1. ( axiome du fibre projectif ) Soit it : P{V) — > F 
un fibre projectif associe d un fibre vectoriel V de rang r + 1 sur 
un champ algebrique F , et x = Op{i) le fibre inversible canonique. 
Alors il existe des isomorphismes dans HoSp 

V:roK(F) K(P(\/)) 

ViOi ^ ^.x*®7r*(ai) 

et de mime avec K, G et G. 

2. ( localisation ) Si j : F' "—>■ F est une immersion fermee de champs 
algebriques, et i : U ^ F I'immersion ouverte complementaire. 
Alors il existe des triangles fonctoriels pour les images reciproques 
de morphismes plats 



G(F') G(F') 




G{U) G(F) G(f/) G(F) 

3. ( homotopie ) Sip : V — > F est un morphisme de champs algebriques 
qui est un torseur affine sur Fu, alors les morphismes naturels dans 
HoSp 

p* : G(F) — > G{V) 
p* : G(F) — > G{V) 
sont des isomorphismes. 

4- ( dualite de Poincare ) Si F est un champ algebrique regulier, le 
morphisme naturel dans HoSp^Fu) 

K — >G 

est un isomorphisme. 
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5. ( descente ) Pour tout champ algebrique F, le morphisme canonique 

K(F)^H(F,„^q) 

est un isomorphisme d'anneaux dans HoSp, compatible avec les im- 
ages reciproques. 

Si X est un espace algebrique, alors le morphisme canonique 

G4X)®Q^G,(X) 

est un isomorphisme. 

6. ( invariance topologique ) Si j : Fred ^ F est I'immersion canonique 
du sous-champ algebrique reduit d'un champ algebrique, les mor- 
phismes 

: G{Fred) G(F) 

j* ■ GiFred) ^ GiF) 

sont des isomorphismes de HoSp. 

7. ( continuity ) Soit {Fj}jg7 un systeme inductif filtrant de champs 
algebriques avec 1-morphismes de transition plats. Alors, si 

F = ColimiFi est une 1-limite inductive dans ChAlg{S), le mor- 
phisme natural 

G(F) — > limiG{Fi) 
est un isomorphisme dans HoSp. 

8. ( transfert ) Si 

Fo 




est un carre 2-cartesien dans ChAlg{S), avec f propre et representable, 
et u plat et representable, alors les diagrammes suivants commutent 
a homotopie naturelle pres dans Sp 



g{f:,) 

G(F') 



G(Fo) 

/* 

-G(F) 



G(F^)^G(Fo 



G(F')-— G(F) 



9. ( formula de projection ) Soit f : F' — > F un morphisme propre et 
representable de champs algebriques. Alors les diagrammes suivants 
commutent a homotopie naturelle pres dans Sp 



K(F) AG(F')^^G(F) 



/* 



K(F') A G(F') 



f* 

G(F') 



K(F) AG(F')^^G(F) 
K(F') AG(F') — G(F') 
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Preuve: Les points (1), (2), (3), (6), (7), (8) et (9) se demontrent 
exactement comme dans le cas d'un schema ( 0] )• Le point (4) se 
demontre comme dans [P?h2| . 



Le point (5) provient directement du theoreme de descente de la 
G-theorie etale ( [[Thl , 11.10] ), et du fait qu'un prefaisceau en spectres 



est flasque pour la topologie etale si et seulement il Test pour la topologie 
lisse ( car tout morphisme lisse possede une section apres un recouvre- 
ment etale ). □ 

Remarques: 

• Le probleme de savoir si pour un champ regulier F, le morphisme 
naturel K(F) — > G{F) est un isomorphisme semble difficile, meme 
a coefficients rationnels. Les seuls cas oii nous connaissons une 
reponse partielle est celui des champs quotients par des groupes 
affines ( jThl ). 



• La propriete de descente implique que I'on a un isomorphisme na- 
turel dans HoSp{Fii) 

Gq — ^ G 

Ainsi, si f : F — > F' est un morphisme propre et representable, on 
a R/*Gq ~ /*Gq dans HoSp{FI'), et done on pent construire une 
image directe 

/. : G(F) ^ H(F/„ R/,G) ^ H{Fi R/.Gq) "^^^ H(F/,, Gq) ^ G(F') 

dans HoSp. En utilisant les images directes fonctorielles pour G, et 
cette identification, on pent montrer que 

F^G 

est un foncteur covariant de la 2-categorie des champs algebriques 
representables sur un champ de base fixe F', et 1-morphismes pro- 
pres et representables, vers celle des spectres, morphismes de spec- 
tres et classes d'homotopie d'homotopie entre morphismes. 

Corollaire 2.3 Soit f : F — > F' un l-morphisme propre et representable 
de champs algebriques. Alors le diagramme suivant commute dans HoSp 

G(F)-^G(F') 



G(F) — G(F') 
Preuve: C'est immediat d'apres la fonctorialite du morphisme can. □ 
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2.2 Descente de la G-theorie rationnelle 



2.2.1 Descente au-dessus d'un espace algebrique 

Theoreme 2.4 Soit F un champ algebrique, et p : F — > X un 
l-morphisme, avec X un espace algebrique. Alors 

P*Gq : Xii — > Sp 

U ^ G{p-'U)ct 

est un prefaisceau flasque sur Xu. 

Preuve: Comme un morphisme lisse possede des sections apres un 
changement de base etale et surjectif, un prefaisceau est flasque sur Xu 
si et seulement si sa restriction I'est sur X^t- On travaillera done avec la 
topologie etale sur X. 



Remarquons aussi, que s'il existe un triangle 

E 



G 




dans Sp{Xet), G est flasque si et seulement si et F le sont. Ainsi, 
en utilisant la localisation i U-'A ), la continuite { 12. 21 ) et une recurrence 



noetlierienne on pent supposer que X = SpecK, est le spectre d'un corps. 

Lemme 2.5 Soit K ^ L une extension galoisienne de corps, et H son 
groupe de galois. Soit F un champ algebrique sur K, et Fl := F XspecK SpecL, 
muni de Faction de H induite. Alors le morphisme naturel 

G(F)q ^ hoUmHG{FL)ci 

est un isomorphisme dans HoSp. 

Preuve: Comme H est un groupe fini, et que les spectres sont a 
coefficients rationnels, le lemme est equivalent au fait que le morphisme 
naturel 

g*:G,(F)Q^G,(F,.)g 

est un isomorphisme. Mais d'apres la formule de projection ( p.2| (9) ) 
pour la projection q : Fi — > F, un inverse de q* est ^q^, oil m est 
I'ordre de H. □ 



D'apres le lemme, p*Gq possede la propriete de descente pour tout 
recouvrement dans {SpecK)et qui est de la forme SpecL — ^ SpecK, 
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pour une extension galoisienne L/ K. Mais comme tout morphisme cou- 
vrant de {SpecK)et possede une section apres un changement de base de 
cette forme, le prefaisceau en spectres p*Gq est flasque sur {SpecK)et- n 



Corollaire 2.6 1. SoitF un champ algebrique, F — > X un 1-morphisme 
vers un espace algebrique, et Y — > X un fibre principal homogene 
sous un groupe fini H . Notons p : Fy := F x x Y — > F son im- 
age reciproque sur F. Alors, il existe un diagramme commutatif 
d'isomorphismes dans HoSp 

hocolimHG{FY)ci "^"^ > holimHG{FY)Q 




G(F)q 



2. Si F est un champ de Deligne-Mumford regulier, et p : F — > M la 
projection sur son espace de modules, alors il existe un isomorphisme 
naturel dans HoSp 

H(Mei,p,K®Q)~G(F)Q 

Preuve: (1) Comme H est fini, on sait que pour toute action de H 
sur un Q-espace vectoriel V, le morphisme naturel Vh — > , des co- 
invariants vers les invariants, est un isomorphisme. Ceci implique que le 
morphisme can du corollaire est un isomorphisme. 

II sufl&t ensuite de remarquer que p* o p^, = xm, avec m I'ordre de 



H. Or une application du theoreme |2.4| au morphisme F — > X, et au 



recouvrement etale Y — > X, montre que 

p*:G(F)Q-^H(r/X,/,GQ) 

est un isomorphisme. Mais le membre de droite est canoniquement iso- 
morphe dans HoSp a holimf{G{FY)Q. 



(2) Considerons les morphismes naturels de HoSp 

G(F)q H(Met, p.Gq) ^ H(Met, p,Kq] 



Le theoreme implique que a est un isomorphisme. Localement sur 
Met, on a F ~ [X/H], avec H un groupe fini operant sur un schema 
regulier X ( |1.17| ). Mais dans ce cas, on sait que le morphisme naturel 

K{[X/H])^G{[X/H]) 

est un isomorphisme dans HoSp ( |P?h2| , 5.3] ). Ce qui montre que le 
morphisme 

P^Kq — > p*Gq 
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est une equivalence faible sur Met-, et done que h est un isomorphisme 
dans HoSp. □ 

Remarques: 

• II est en general faux que Gq soit flasque sur Fn. Un exemple simple 
est celui de F = [SpecK/ H] , avec H un groupe fini ( |0| ) . 

• Un cas d'application important du precedent theoreme est celui oii F 
est localement un quotient affine geometrique uniforme ( par exem- 
ple un champ de Deligne-Mumford ), et p : F — > M la projection 
naturelle sur I'espace de modules. En effet dans ce cas le theoreme 
nous permet de localiser sur Met, et done de ramener certaines sit- 
uations au cas ou F = [X/H] est un quotient par un groupe affine. 

2.2.2 Descente covariante 

Dans ce paragraphe on considerera des "champs simpliciaux aug- 
mentes". Comme ces objets ne sont pas reellement des objets simplici- 
aux strictement augmentes, mais seulement "augmentes a isomorphismes 
pres" , nous allons commencer par fixer le vocabulaire pour eviter les con- 
fusions. 

Definition 2.7 1. Soit F un champ algebrique. On definit lal-categorie 
quotient des champs sur F, Ch/F, par 

• les objets de Ch/F sont les 1-morphismes 

u:F' — >F 

• un morphisme entre u : F' — > F et v : F" — > F , est un 

couple (/, h), ou f est un 1-morphisme entre F" et F' , et h un 
2-morphisme entre u o f et v. 

2. Un champ simplicial augments vers un champ algebrique F , est un 
objet simplicial de Ch/F. 

Remarque: Si on considere les champs comme des categories fibrees 
( done, en particulier, comme des categories ), un champ simplicial aug- 
mente vers F donne lieu a un pseudo-foncteur covariant 

F, : A°P — ^ Cat 

En particulier, si chaque 1-morphisme de transition est propre et de di- 
mension cohomologique finie sur F, on pent en prendre I'image par le 
pseudo-foncteur covariant Coii, et obtenir un A°^-pseudo-diagramme de 
categories 

Coh(F.) : A°P — > Cat 

[n] ^ Coii(F„) 
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En considerant les categories de complexes de O- modules acycliques et a 
cohomologie coherente et bornee, on en deduit un A°^-pseudo-diagramme 
( covariant ) de categories bi-compliciales de Waldhausen ( ). Par les 
procedes de strictification |673| , on en deduit un A°P-diagramme dans Sp 

G: A"P — > Sp 
[m] ^ G{E^) 

On posera alors 

G(F,) := hocolimin](zAopG{Fn) 

De plus, I'augmentation de F, vers F induit un pseudo-morphisme de F, 
vers le champ simplicial augmente constant F. Et done, un morphisme 
dans HoSp ( ^]3| ) 

G(F.) G(F) 

De meme, si f : F — > F' est un l-morphisme de champs, q : F, — > F et 
q' : F^ — > F' deux champs simpliciaux augmentes, et /, : F, — > F^ un 
morphisme de champs simpliciaux augmentes sur F', propre sur chaque 
Fjn, alors on trouve un diagramme commutatif dans HoSp 

g(f.)^g(f:) 

1* q'* 
G(F) — G(F') 

Soit / : Fq — > F un l-morphisme propre de champs algebriques. Son 
nerf est le champ algebrique simplicial augmente sur F, //{Fo/F), defini 
par 

Af{FjF) : A — > ChAlg{S) 

[m] ^ Fq XpFpy XpFp^ 

m fois 

Definition 2.8 Le spectre G{Af{Fo/F)) sera note G{Fo/F). 

De la meme fagon, si f est representable, on definit les spectres de 
G-cohomologie relatifs 

G(Fo/F) := hocoUm[^]^AopG{Ar{FjF)^) 

Comme la construction precedente est fonctorielle, elle garde un sens 
au niveau des categories homotopiques. Ainsi, si / : Fq — > F est un mor- 
phisme propre et de dimension cohomologique finie dans HoChAlg{S), 
on dispose des spectres G{Fo/F), et G{Fq/F) dans le cas oii / est 
representable, munis de morphismes dans HoSp 

U : G{FJF) ^ G(F) 

/* : G(Fo/F) ^ G(F) 
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Theoreme 2.9 1. Soit f : X — > F un morphisme propre et surjectif 
de champs algebriques, avec F de Deligne-Mumford et X un espace 
algebrique. Alors le morphisme naturel 

U : G(X/F) — . G(F) 

est un isomorphisme. 

2. Soit f : Fq — > F une quasi- enveloppe de Chow de dimension coho- 
mologique finie. Alors le morphisme naturel 

U : G(Fo/F)q G(F)q 

est un isomorphisme. 

Preuve: (1) En utilisant la localisation ( |2.2| ), la continuite ( |2.2| ), 
et une recurrence noetherienne, on pent se ramener au cas oil F est une 
gerbe sur un corps K. De plus, comme les colimites homotopiques com- 
mutent entre elles, une utilisation du corollaire |2.3| nous ramene au cas 
oil K est separablement clos, et done au cas oii F est une gerbe triviale, 
bornee par un groupe fini H. 



Formons le diagramme cartesien 

SpecK ■ 



Y 



■X 



II nous permet de construire un diagramme commutatif 



hocoliniHG (SpecK) ^ G(F) 

9* f* 

hocoliniHGiY / SpecK) ^ G(X/F) 



La formule de projection ( p.2| ) implique que les fleclies horizontals sont 
des isomorpliismes. II reste done a montrer que g^ est un isomorphisme. 
Comme les colimites homotopiques preservent les equivalences faibles, il 
suffit de montrer que 

g, ■ G{Y/ SpecK) — > G{SpecK) 

est un isomorphisme. 

Soit L/K une extension purement inseparable, telle que Y possede un 
point rationnel sur L. Posons Yl = Y XspecK SpecL. Alors, on salt que 
les morphismes 

g{Yl) — . G(y) 

G{SpecL) — > G{SpecK) 
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sont des isomorphismes ( jy, 4.7] ). On peut done supposer que Y possede 
un point rationnel sur K. Mais dans ee eas, la seetion s : SpecK — > Y, 
induit un inverse homotopique de g^: ( ||G3|, 4.1 (/)] ). 

(2) Comme pour le point (1), on peut se ramener au cas oii F est 
une gerbe sur un corps separablement clos K. Comme, par definition 
des quasi-enveloppes de Chow, le morphisme Fq — > F dispose alors 
d'une section apres un changement de base par une extension purement 
inseparable de K, on peut supposer que 

Fo = F XspecK Sped — > F 

oil L/K est purement inseparable. 
Dans ce cas on a un isomorphisme 

Af{FjF) ~ F yisvecxM {Sped /SpecK) 

De plus, J\f{SpecL/ SpecK) red est isomorphe au champ simplicial con- 
stant SpecL. Par invariance topologique, il faut done montrer que 

/, : G(Fo)q G(F)q 

est un isomorphisme. 

Or la formule de projection ( ^]2| ) implique que o /* = xm, oii m 
est le degre de L sur K. 

Considerons le carre cartesien 

Fo 

i" f 

Fq Xp Fq p > Fq 

Comme L/K est purement inseparable, la section diagonale a : Fq — > Fq Xp Fq, 
est une immersion nilpotente. En particulier a* : G(Fo)q — > G{FoXpFo)q 
est un isomorphisme (^3). Ainsi, p^, = = (a*)^^. Un autre application 
de la formule de projection implique alors que p* = q* = m x a^. 
Le transfert implique alors que 

/*o/* =q*op* 

= m X (a*)"^ o 
= xm 

Ainsi, /* o /* = xm, et f*of^ = xm. Done : G(Fo)q — > G(F) est 
un isomorphisme. □ 



Corollaire 2.10 1. Pour toute hyper- quasi- enveloppe de Chow ) 

p: F, — > F 
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le morphisme naturel 

G(F.)q G(F)q 

est un isomorphisme dans HoSp. 

2. Le foncteur covariant 

G: {HoChAlg{S),pr.rep.) — > HoSp 
F ^ G(F) 

s 'etend en un foncteur covariant 

G: {HoChAlgDM{S),pr.) — > HoSp 
F ^ G(F) 

oil {HoChAlgDM{S),pr.) est la sous-categorie des champs algebriques 
de Deligne-Mumford et morphismes propres. Ce foncteur verifie en- 
core les formule de transfert et de projection pour des morphismes 
non-necessairement representables. 

De plus, si F est de Deligne-Mumford, et p : F — > M la projection 
sur son espace de modules, alors 

:G(F)^G(M)~G(M)q 

est un isomorphisme. 

3. Si S = SpecK, avec K un corps de caracteristique nulle, alors le 
foncteur precedent s' etend en un foncteur covariant 

G: {HoChAlg''ff{S),pr.) — > HoSp 
F ^ G{F) 

oil {HoChAlg"-ff{S),pr.) est la sous-categorie des champs algebriques 
A-affines, et morphismes propres. 

Preuve: (1) II suffit d'appliquer un raisonnement analogue a celui fait 
dans |G3l 4.1]. 

(2) Soit / : F — > F' un morphisme propre de champs de Dehgne- 
Mumford. D'apres ||Vi2| , 2.6], il existe un espace algebrique X, et un 
morphisme propre et surjectif p : X — > F . On definit alors f^, par le 
diagramme commutatif dans HoSp suivant 

G(X/F) 

(/op)* 



G(F') 
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Comme le produit fibre de deux morphismes propres et surjectifs est 
encore un morphisme propre et surjectif, on verifie aisement que /* ne 
depend pas du choix du morphisme p : X — > F, verifie la formule de 
transfert et de projection, et defini bien un foncteur covariant. Pour 
un choix fixe de X — > F, on dispose en realite d'un morphisme dans 

hoSp{f;^) 

f* '■ R'/*^Q ^ 

Soit p : F — > M la projection d'un champ de Dehgne-Mumford sur 
son espace de modules, et montrons que p^ est un isomorphisme. 

Par invariance topologique, on pent supposer que F et M sont reduits. 
Considerons le morphisme 

/* '■ ^f*Q.Q — ^ 

sur Mii, et montrons que c'est une equivalence faible. Comme localement 
sur Met, F est un quotient par un groupe fini, on pent se restreindre au 
cas oil -F = [X/H], avec H un groupe fini operant sur un schema reduit 
X. 

On considere alors le morphisme propre et surjectif q : X — > F . On 
a alors un isomorphisme 

: hocolimuGiX) ~ G(X/F) 

II reste a montrer que le morphisme induit par la projection r : X — > X/ H 

n : hocolimnGiX) — > G{X/H) 

est un isomorphisme. Ce qui est equivalent au lemme suivant 

Lemme 2.11 Soit X un schema, et H un groupe fini operant sur X . 
Alors le morphisme naturel p : X — > X/H induit un isomorphisme 

P.:{GSX))h^G,{X/H) 

Preuve: On pent clairement supposer que H opere fidelement, et 
que X est reduit. En utilisant alors la localisation ( |2.2| ), on se ramene 



au cas oil Paction de H est libre sur X. Le lemme provient alors de |2.3| . □ 



On vient de voir que : R/*Gq — > Gq est un isomorphisme dans 
HoSp{Mii). II induit done un isomorphisme dans HoSp 

/. : H(M;„ R/.Gq) ~ G(F) H(M,„ Gq) - G(M) 

□ 

(3) Soit / : F — > F' un morphisme propre de champs algebriques A- 
affines. Pour chaque U — > F' lisse, avec U un espace algebrique, f~^{U) 
est un champ algebrique A-affine, et propre sur U . En particulier, il est 



52 



separe, done de Deligne-Mumford ( |1.3.1| ). Ainsi, /*F determine un 
champ en champs de Dehgne-Mumford sur F/j, avec morphismes de re- 
striction hsses et representables. 

Rappelons que {Ch/ F') designe la categorie des 1-morphismes vers F', 
dans laquelle un morphisme de / : Fi — >■ F' vers g : F2 — ^ F' est une 
paire composee d'un 1-morphisme u : Fi — > F2 et d'un 2-morphisme 

g o u vers /. De meme, nous noterons {Esp/F') la sous-categorie de 
(Ch/F') des espaces algebriques sur F' . 

Soit CMod^^^ la categorie cofibree des complexes de O-modules acy- 
cliques, a cohomologie bornee et coherente, sur le site {Esp/F', des 
espaces algebriques sur F' et morphismes lisses. Par strictification, on 
pent associer a cette categorie cofibree un prefaisceau en categories bi- 
compliciales de Waldhausen sur {Esp/F' { qui sera encore note 
CMod"^^ ), et verifiant les hypotheses suivantes : 

• Pour tout morphisme propre de Esp/F', f : X — > Y, il existe un 
foncteur "exact" 

/. : CMod- (X) CMod-,(F) 

• Pour toute paire de morphismes propres / : X — > Y et g : Y — > Z 
d'espaces algebriques sur F', on a une egalite de foncteurs 

{9 o /). =g.of,: CMod- (X) CMod- (Z) 

• Pour tout diagramme cartesien d'espaces algebriques sur F' 

Y'^^X' 



avec / propre et u lisse, une egalite de foncteurs 

o = /: o {u'r : CModTAY) ^ CMod-,(X') 

• Pour tout objet X de Esp/F', il existe une equivalence faible dans 
Sp, compatible avec les images reciproques, et les images directes 

ir(CMod- (X)) ^ G(X) 

On pourra done supposer que X 1— > G(X)q, 011 X G Ob{Esp/F'), est 
un foncteur strict pour les images reciproques de morphismes lisses et 
pour les images directes de morphismes propres, et qui verifie de plus la 
formule de transfert strictement. 
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En clair, si on note {Esp/F' ,pr.) la categorie des espaces algebriques 
sur F' et morphismes propres, on a construit un foncteur covariant 

{Esp/F\pr.) ^ Sp^Fi) 
{p:X^F') ^ p,G 

Pour tout champ de Deligne-Mumford Fq sur F', nous noterons Pr(Fo) 
la categorie des 1-morpliismes propres et surjectifs p : X — > Fq avec X 
un schema ( un morphisme entre p : X — > Fq et q : Y — > Fq etant la 
donnee d'un morphisme / : X — > Y et d'un 2-morphisme entre g o / et 
p). Le theoreme ^]9] (1), et la descente |2]^ (5) imphquent qu'il existe un 
isomorphisme naturel dans HoSp 

hocolimxePr{Fo)G{X/F^)Q — ^ G(Fo)q 

De plus, la propriete universelle des colimites homotopique, et la formule 
de transfert ( stricte ) pour G montrent que si m : Fq — > Fq est un 
1-morphisme lisse et representable de champs sur F', il existe un mor- 
phisme naturel 

u* : hocolimxePr{Fo)GiX/F^)Q — > hocolimx'ePr{F^)G{X' /F^)q 

qui fait de U hocolimx£Pr{f-'^{u)G{X/ f^^{U))Q un foncteur con- 
travariant de Fl- vers Sp. L 'isomorphisme precedent montre alors qu'il ex- 
iste un isomorphisme dans HoSp{Fl-) entre /*Get U i— >• hocolimxePr{f-T-(u))G{X/ f^^{U))Q. 
De plus, ce foncteur est naturellement muni d'une augmentation 

hocolimxePr(f-^u))G{X/ f'\U))Q — > G(f/)Q 

donne par les images directes. Ainsi, cette augmentation definit un mor- 
phisme dans HoSp{Fl-) 

f* '■ ^f*Q.Q — > Gq 

En passant a la cohomologie, on obtient le morphisme cherche dans HoSp 

/, :G(F)^G(F') 

On verifie aisement que ces images directes sont fonctorielles, verifient les 
proprietes de transfert et de projection, et etendent les images directes 
pour les champs de Deligne-Mumford. □ 



Remarque: Au cours de la preuve du point (3), nous avons defini un 
foncteur covariant 

{Esp/F',pr.) ^ Sp{Fi) 
{p:X-^F') ^ p,G 

II est a noter, que c'est cette forme de covariance renforcee que nous 
imposerons par la suite aux theories cohomologiques utilisees ( 0|, 3 ). 



54 



2.3 Theoremes de devissage de la G-theorie 
2.3.1 Cas des champs de Deligne-Mumford 

Rappelons que pour un champ F, nous avons defini son champ des 
ramifications Ip, muni de sa projection canonique ( |1.10| ) 

TTp '■ If — ^ F 

Remarquons que si F est represente par un prefaisceau en groupoides, 
alors Ip est canoniquement equivalent au prefaisceau en groupoide VLF, 
dont le groupoide des sections au-dessus d'un S-espace algebrique X est 
defini par : 

• Les objets de VtF sont les couples {s,h), avec s G ObF{X), et 
h G HomF(x){s, s). 

• Les fieches entre (s, h) et (s', h') sont les fieches u G Homp(^x){.s, s'), 
telle que u~^.h'.u = h. 



Definition 2.12 Soit F un S -champ de Deligne-Mumford. On definit 
son champ des ramifications moderees Ip, comme le sous- champ de Ip 
forme des objets [s, h) G ObF{X) x Aut{s), avec h d'ordre premier aux 
caracteristiques de S. 

Nous dirons alors que F et modere sur S si Ip = Ip. 

Remarquons que si F est un champ de Deligne-Mumford, alors tons 
les automorphismes des objets de F sont d'ordre fini. Ainsi, la definition 
precedente a un sens. De plus, Ip est un sous-champ ouvert et ferme de 
Ip. 

Un champ F de Deligne-Mumford est modere sur son espace de mod- 
ules, si et seulement si pour tout point x G I'ordre de ramification 
de F en X ( |1.19| ) est premier avec la caracteristique du corps residuel 



k{x). 

Par definition meme, le faisceau sur {Ip)et represente par Ijt^ — > Ip, 
possede une section canonique 

S : Ip — > J/t, 

qui a un objet (s, h) G Ip{X) au-dessus d'un espace algebrique X, asso- 
cie I'automorphisme /i : s ~ s, qui verifie bien h~^.h.h = h. 

Nous noterons /x^ le faisceau sur {Esp/S)et, qui a un 5'-espace algebrique 
X associe le sous-groupe de Ox{X) des elements de torsion, dont I'ordre 
est premier aux caracteristiques de S. On dispose alors d'un faisceau en 
Q-algebres 

Q[/iL]: {Esp/S),t Q-alg 

X ^ Qif^Ux)] 
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Si H est un groupe cyclique d'ordre fini, on peut choisir un isomorphisme 

J - 1 

ou m est I'ordre de H. On ecrit alors 

d\m 

OU est le d-eme polynome cyclotomique. Le noyau du quotient de 

Q[if] correspondant a la projection naturelle 

Q[X] Q[X] 



sera notee ///. II est independant de F isomorphisme choisi entre Q[if] et 
x^n^li - Oil notera alors 

De plus, si H ^ H' est un homomorphisme injectif de groupes cycliques, 
alors le morphisme naturel 

QiH] Cl[H'] 

induit un morphisme de Q-algebres entre Q(i?) et Q(_f/''). 

En appliquant cette construction aux faisceaux /x^ des racines 
m-eme de I'unite sur {Esp/S)et, on peut definir un faisceau en Q-algebres 
Q(/im)- On passe alors a la limitc inductive sur les cnticrs m premiers 
avcc Ics caracteristiques de S, et on obtient un faisceau de Q-algebres 
sur {Esp/S)et 

A: {Esp/S)et Q-alg 

X colirrimQifimiX)) 

C'cst unc algebre quotient de I'algebre de groupes Q[Af^]. On dispose 
done d'une projection naturelle 

A 

Dans le cas ou S — Speck, avec k un corps contenant les racines de 
I'unite, on peut choisir un plongement ( non canonique ) 

^^L{Speck) ^ /ioo(C) 

Ceci nous permet alors de definir un plongement ( non canonique ) 

A = Qiii'^ik)) ^Qt'-^C 
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ou Q est la cloture abelienne de Q, vue comme un faisceau constant 
sur {Esp/S)et- 

Comme il est explique dans I'appendice, il existe des objets K ^ A et 
G ® A dans HoSp{{Ip)et)- Le premier est un objet en Q-algebres dans 
HoSp{{Ip)et), et le second est un objet en ^Cg) A-modules. 

A I'aide de ces notations on va definir la i^-cohomologie "a coefficients 
dans les representations". Le choix de la terminologie sera explique au 
cours du cliapitre suivant. 

Definition 2.13 Soit F un champ de Deligne-Mumford. La K-cohomologie 
et la G-cohomologie a coefficients dans les representations sont definies 
par 



proposition suivante. 

Proposition 2.14 La correspondance F K^^^fF) est un foncteur 
contravariant de la sous-categorie de HoChAlg{S) des champs de Deligne- 
Mumford vers les Q-algebres de HoSp. 

La correspondance F h-> G^^^(F) est un foncteur covariant de la 
sous-categorie de HoChAlg{S) des champs de Deligne-Mumford et mor- 
phismes propres, vers HoSp. C'est aussi un foncteur contravariant pour 
les morphismes etales representables. De plus, on a les proprietes suiv- 
antes 

1. pour tout champ F de Deligne-Mumford, G^^^(F) est un 

'K^^^[F) -module. Si f : F' — > F est un morphisme propre, x G K™^(F) 




ety e Gl'P{F'), alors 



f*{f*ix)-y) = x.f*{y) 



2. si le carre suivant est cartesien 



G' 



g 



F' 



V 



u 



G 



p 



F 



avec p propre, et u etale, alors 



q^ov* = u* o p^ 
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3. si j : F' ^ F est une immersion fermee, et i : U ^ F I'immersion 
complementaire, alors il existe un triangle fonctoriel dans HoSp 

G'^P{F') 




G!~^P{U) G^'^iF) 

4- si p : T ^ F est un torseur sous un fibre vectoriel V sur F , alors 
le morphisme naturel 

p* : G^{F) — ^ G^{V) 

est un isomorphisme. 

Preuve II suffit d'appliquer les proprietes des foncteurs -ft" et C au 
cas des champs Ip. □ 

Remarque: D'apres les proprietes rappelees en appendice ( |6]^ ), si 
/ioo est un faisceau constant sur Ip ( on dira dans ce cas que " S contient 
les racines de I'unite" ), on a un isomorphisme canonique 

Comme, A est le sous-corps de Q"* engendre par les racines de I'unite 
d'ordre premier aux caracteristiques de S, on a 

Theoreme 2.15 Soit F un champ de Deligne-Mumford. 

1. II existe un morphisme de spectres en anneaux 

(j)F ■■ K(F) — > K""P(F) 
qui est fonctoriel pour les images reciproques. 

2. Si de plus, S est d'egales caracteristiques et contient les racines de 
I'unite, et F est regulier alors le morphisme induit 

(Pf : G(F) ® A{S) ® Q — ^ G''P{F) 

est un isomorphisme. 

Preuve: (1) Soit ( G fiio{lF) une section globale. Commengons par 
definir un foncteur exact 

F^ : Vect{Pp) — > Vect{Pp) 

Soit V G Vect{Ip), un fibre vectoriel sur Ip. II est defini par les donnees 
suivantes : 
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• Pour tout S'-espace algebrique X, et tout objet (s, /i) de Ip{X), un 
fibre vectoriel V(^s,h) sur X. 

• Pour tout couple {s,h) e Oh{Pp{X)), {s',h') e Ob{Ij,{Y)), tout 
morphisme / : Y — > X de (S-espaces algebriques, et tout isomor- 
phisme H : f*{s,h) ~ {s',h'), un isomorphisme de fibres vectoriels 
sur Y 

(t>f,H ■■ f*V(s,h) - V^s',h') 

• Pour tout couple de morphismes de S-espaces algebriques 

9 f 

tout objet (s, /i) e Oh{iy{X)),{s\h') e Ob{Il,{Y)),et{s",h") e Ob{I'p{Z)), 
et tout isomorphisme i^i : /*(s, /i) ~ (s', /i'), et : g*{s\h') ~ {s'\h"), 
une egalite 

En particulier, comme pour tout objet (s, h) e Ip{X), h G HomF{x){s-i s), 
definit un isomorphisme /i : (s, /;,) — (s, h) dans le fibre vectoriel 

^{s,h) sur X est muni d'une action du groupe cyclique < h >, engendre 
par h dans Homp(^x){s, s). Par hypothese sur I'ordre de h, cette action 
se diagonalise canoniquement 

oil ^l^shy est le sous-fibre oii h opere par multiplication par 

De'plus, pour tout couple {s,h) e Ob{Pp{X)), {s',h') G Ob{Pp{Y)), 
tout morphisme / : Y — > X de S'-espaces algebriques, et tout isomor- 
phisme H : f*{s, h) — > (s', /i'), commute avec les actions de < h > 
et < h' >. II induit done des isomorphismes 

^f,H ■ J ^{s,h) ^{s',h') 

La condition de cocycle pour induit alors une condition de cocycle pour 
chaque 0''. Ainsi, la donnee dc V"(!,'']t), pour chaque (s, h) G Ob{Ip), et des 
cocyclcs (f)'^, dcfinissent un fibre vectoriel y*^'') sur Ip. 

Ce fibre vectoriel V^''\ est aussi le sous-fibre de V sur lequel la section 
canonique S : Ip — > Ip^ opere par multiplication par C,. 

Posons alors 

: Vect{lD — > Vect{iy) 

V ^ 

Pour chaque ( G /U^, est un foncteur exact. On pent considerer la 
somme directe de ces foncteurs 

F: Vect(4) e^^(,. ) Vect(/^) 
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Nous noterons Vect le champ eorie fibree 

{I'F)et Cat 
U - e,^(^)Vect(f/) 

On peut alors verifier que le foncteur F se localise sur {Ip)et, et induit 
un morphisme sur les champs en categories exactes sur {Ip)et 

F : Vect — > Vect 

Nous faisons ici remarquer au lecteur que la categorie cofibree Vect 
n'est generalement pas un champ. Ce morphisme induit done un mor- 
phisme dans HoSp{{Ip)et) 

F -.K — > ir(0 Vect) 

Or, d'apres |6.16| (4), on salt que 

ir(0Vect)Q^^®Q[/x*J 

dans HoSp{{Ip)et)- 

On compose alors avec les deux morphismes canoniques 

Q[/^L] — A 
can : K(/^) — > K(4) 
pour obtenir le morphisme cherche 

F : K(/^) — > K''P{F) 

Posons alors 

(f)p = Fo7i*p:K{F) — > K""P(F) 

Ce morphisme est clairement fonctoriel en F pour les images reciproques. 
La compatibilite avec les produits, provient du fait que F est un mor- 
phisme de champs en categories tensorielles. Ce qui peut se verifier lo- 
calement sur {lF)et a I'aide de I'isomorphisme naturel de foncteurs 

Fd-®-)^ F,{-)®F,,{-) 

Remarquons que le morphisme au niveaux des categories cofibrees 

Vect — > Vect 
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ne preserve pas le produit tensoriel en general ( prendre par exemple 
S = SpecR, et F = BZ/s ). 



(2) Comme S "contient les racines de I'unite", on a ( |6.16| (5) 
G-P(F) ~ G(4) ® A{S) 



Soit p : F — * M I'espace de modules de F. D'apres p^ , pour montrer 
que le morphisme (pp induit une equivalence faible en Gtheorie, on pent 
remplacer M par un recouvrement etale. Ainsi, |1.17| nous permet de 
supposer que F est un champ quotient [X/H], avec X un S-schema 
regulier d'egales caracteristiques, et H un groupe fini operant sur X. On 
salt alors que Ip est equivalent a [X/H], ou 

X := {(x, h) ^ X X H/h.x = x et h d'ordre premier avec carS} 

Ainsi 

h£H o{h) premier avec carS 

avec X^ le sous-schema des points fixes de h, et Z{h) le centralisateur 
de h dans H. 

Mais alors le morphisme 

<j)F : G,{F) ^ A{S) ^ G.(X'^)^W® A(5) 

h£c(H) o(h) premier avec carS 



est celui defini dans |Vi, Th. 1]. On salt alors que c'est un isomorphisme. 

□ 

Notons que le foncteur F defini au cours de la preuve du point (1), 
existe plus generalement sur IcL CcltG gorie des Op -modules. De plus, il 
est exact et preserve la coherence, la quasi-coherence, et la propriete 
d'etre acyclique. La construction est rigoureusement la meme. II suffit 
de se rappeler que Taction d'un groupe diagonahsable sur un O-module 
se diagonalise canoniquement. 

Corollaire 2.16 Soit F un champ algebrique de Deligne-Mumford regulier, 
avec S d'egales caracteristiques et contenant les racines de Vunite. Soit 
IM I'espace de modules de Ip. Alors, il existe un isomorphisme de A{Ip)- 
modules 

G{F) ® A{S) — > G(/M) ® A(^) 



Preuve: II suffit de composer le p.l5| (2) avec p.lCI| . □ 



Remarque: Notons que cet isomorphisme est compose de deux isomor- 
phismes, dont I'un preserve les images reciproques, et I'autre les images 
directes. Ainsi, 1 'isomorphisme precedent n'est pas fonctoriel en general. 
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Une version covariante, ainsi qu'une extension aux cas des champs avec 
singularites, seront donnees comme consequences des theoremes de Grothendieck- 
Riemann- Ro ch . 

Dans le cas oil le faisceau //^ est constant sur S ( i.e. " S contient les 
racines de I'unite" ), on pent choisir un plongement 

f^io ^ /^oo(C) 

Dans ce cas la Q-algebre A{S) s'identifie a un sous-corps de Q"'', la cloture 
abelienne de Q. Ainsi, le coroUaire precedent donne un isomorphisme 

G,(F) ® Q'^'' G,(/M) (g) Q'^^ 



2.3.2 if-theorie a coefficients dans les caracteres 



Nous venons de voir que pour un champ de Deligne-Mumford F, les 
spectres de G-theorie sont approximables ( et meme calculables, apres 
extension des coefficients et dans le cas regulier ) par la G-cohomologie du 
champ I p. Une generalisation directe de ses resultats pose quelques dif- 
ficultes. Nous proposons dans ce paragraphe une approche dont les idees 
sont proches de celles du paragraphe precedent. Cependant, meme dans 
le cas des champs qui possedent des quotients geometriques uniformes 
affines sur un corps de caracteristique nuUe, cette derniere methode ne 
permet pas d'obtenir des resultats analogues a ^^.16. 



Soit X un S'-espace algebrique, et H — > X un X-espace algebrique 
en groupes. Par abus de notations, nous dirons que H est de type 
multiplicatif, s'il est de type multiplicatif et de type fini sur X ( done 
quasi-isotrivial d'apres [pGA 3 //| , X 4.5] ). Avant tout rappelons que 



si H — > X est un X-espace algebrique en groupes affine et hsse sur X, 
alors le foncteur 

Th : Esp/X — > Ens 
Y ^ Th{Y) 

oil Th{Y) est I'ensemble des sous-groupes de type multiplicatif de 
Hy := HxxY, est representable ( localement de type fini ), et lisse sur X 
( [[SGA 3 XI 4.1] ). De plus, si H' — > H est un sous-groupe ferme, 
alors Th — > Th' representable par une immersion fermee ( | [SGA 3 77 , 
X7 4.3] ). 

Definition 2.17 1. Soit F un champ algebrique. Nous definissons le 
champ des sous-groupes de type multiplicatif de F 

Dp: Esp/S — > Gpd 
X ^ Df{X) 

ou Df{X) est le groupoide dont les objets sont les couples {s,D), 
avec s G ObF{X), et D un sous-groupe de type multiplicatif ferme 
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de Autx{s), et un isomorphisme entre {s,D) et {s',D') est dome 
par un isomorphisme u : s c::^ s' dans F{X), tel que u~^.D'.u = D. 

2. Nous definissons le champ des caracteres de F 

X*p: (Esp/S) — > Gpd 
X ^ X*p{X) 

ouX*p{X) est le groupoide des triplets (s, D, x), avec (s, D) G OhDp{X), 
et X ^ HomGp/x{D,Gm) un caractere de D. Un morphisme de 
(s, D, x) uers (s', D' , x') est un morphisme u : (s, D) — > (s', D') 
dans Dp{X), tel que u~^.x'-u = x- 

D'apres [^GA 3 //| , IX 6.8], si f : H — > H' est un morphisme de 



X-espaces algebriques en groupes affines sur X, et D ^ H un sous- 
groupe de type multiplicatif, le morphisme induit D — > H' se factorise 
canoniquement en 

D D' H 

oil D' est de type multiphcatif, et j une immersion fermee. Ainsi, on 
dispose d'une apphcation qui envoie sous-groupes de type multiphcatif 
de H vers sous-groupes de type multiplicatif de H' . Ceci permet de voir 
que F ^ Dp est fonctoriel. 

II est clair que ces definitions passent a la categorie homotopique. On 
pent done definir le foncteur suivant 

Dp: HoChAlg{S) — > HoCh{S) 
F ^ Dp 

De plus, si f : F — > F' est un morphisme representable de champs, il 
exist e un morphisme naturel 

X*{f):X*p—^X*p, 

En effet, si / est representable, pour chaque section s G ObF{X), et 
s' = /(s) G ObF'{X), le morphisme induit 

Autx{s) — > Autx{s') 

est une immersion. Ainsi, si D est un sous-groupe de type multiplicatif 
de Autxis), et X ^ X*{D), I'image de (s, par / est par definition 
{f{s),D,x), ou D est vu comme sous-groupe de Autx{f{s)). 

Proposition 2.18 Soit F un champ algebrique tel que, pour chaque ob- 
jet s G ObF{X) au-dessus d'un S-espace algebrique X, le X-espace 
algebrique en groupes Autx{s) soit localement sur Xg^i, un sous-groupe 
ferme d'un X-espace algebrique en groupes affine et lisse sur X ( par 
exemple F est un localement un quotient affine ). Alors le champ Dp est 
un champ algebrique, localement de type fini sur F. 
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Preuve: II nous suffit de demontrer que 

Dp — >F 

est representable par une reunion disjointe de champs algebriques de 
type fini sur F. Comme Dp est reunion disjointe des sous-champs -D^, 
parametrisants les sous-groupes de types constants egaux a M, oil M 
parcourt I'ensemble d'isomorphie des groupes abehens de type fini, il 
suffit de montrer que chaque Dp est algebrique et de type fini sur F. 

II faut done montrer que pour chaque 1-morphisme s : X — > F, 
avec X representable, le champ Dp Xp X est un espace algebrique 
de type fini sur X. Considerons ce champ comme un champ sur X. 
Son groupoide des sections au-dessus de / : y — > X, est forme des 
triplets (t, D, h), on (t, D) G ObDp{Y), et h est un 2-morphisme entre 
s o f et t. Par le morphisme de groupoides (t,D,h) i-^ h~^.D.h, il est 
equivalent au groupoide discret des sous-groupes de type multiplicatif de 
type M de f*Autx{s) — > Y. Ainsi, Dp x i? X est equivalent au fonc- 
teur T^^{Autx{s)) des sous-groupes de type multiplicatif de Autx{s), 
de types constants egaux a M ( [ [SGA 3 /7| , IX 1.4] ). Mais d'apres 
I'hypothese, on salt que ce foncteur est representable par un X-espace 
algebrique de type fini sur X. □ 



Corollaire 2.19 Si F est un champ algebrique verifiant Vhypothese de 
la proposition precedente. Alors le morphisme naturel 

X*p^F 

est representable. 

Preuve: D'apres la proposition, il suffit de montrer que 

X*p^Dp 

est representable. Montrons que Xp — > Dp est un champ constant 
tordu quasi-isotrivial ( au sens de |[SGA 3 /7], X 7] ). 



On pent se restreindre au-dessus d'une composante Dp , et supposer 
que les types des sous-groupes de type multiplicatif sont constants egaux 
a M. 

Soit X un espace algebrique, et X — > Dp une section, correspon- 
dant a I'objet (s, D) G ObDp. Ainsi, D est un sous-groupe de type 
multiplicatif de Autx{s). Son faisceau des caractere HomGp/x{D, Gm), 
est un faisceau constant tordu quasi-isotrivial sur X, dont les fibres sont 
isomorphes au schema discret M. II est done representable par un espace 
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algebriquc constant tordu quasi- isotrivial X*{D) — > X. Comme cet es- 
pace algebrique represente le champ Xp x X, il vient que Xp — > Dp 
est un champ constant tordu quasi-isotriviaL □ 

La proposition et le corollaire precedents permettent de donner un 
sens aux foncteurs suivants 



D: HoChAlg'iS) — 
F ^ 

X*: {HoChAlg'{S),rep.) 
F 



HoChAlg{S) 
Dp 

HoChAlg{S) 
X*p 



oil HoChAlg' {S) ( resp. {HoChAlg'{S),rep.) ) est la sous-catcgorie 
pleine de HoAlgCh{S) des champs verifiant I'hypothese de la propo- 
sition ( resp. et morphismes representables. ), et HoChAlg{S) celle des 
champs algebriques locamenent de type fini sur S. 

Remarquons aussi, que si F' ^ F est une immersion localement 
fermee, alors les diagrammes suivants sont cartesiens 



F' 



Df 



X% 



F' 



XI 



F 



II est assez difficile de decrire Dp en fonction de F en toute generalite. 
Par contre, la proposition suivante donne une description locale du mor- 
phisme induit Df : Dp — > Dp/, lorsque / est un morphisme representable. 

Proposition 2.20 Soit f : F — F' un morphisme representable de 
champs algebriques, et Df : Dp — > Dpi le morphisme induit. 

Soit (s, D) : X — > Dpi un 1-morphisme, avec X un espace algebrique, 
correspondant a un sous-groupe de type multiplicatif 

D ^ Autx{s) 

et a un 1-morphisme s : X — > F. Notons Z — X Xp,^, Dp, et 
X' = X Xpi F. Alors il existe un isomorphisme canonique entre Z et 
{X')^ , le sous-espace des points fixes de X' par I'action de D, induite 
par celle de Autx{s) sur X' . 

Preuve: C'est une verification immediate a I'aide des definitions. □ 



Par construction, on dispose du groupe de type multiplicatif uni- 
versel, Vp — > Dp. C'est un champ en groupes de type multiplicatif 
sur Dp, tel que pour toute section au-dessus d'un espace algebrique 
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{s,D) : X — > Dp, X T>f — D comme X-espace algebrique 
en groupes. On pent alors definir le faisceau des caracteres universels 

X*p: {Esp/Df)h — ^ Ah 

X ^ Dp ^ Homcp/xi'DF Xdp X, G^) 

De fagon plus explicite, si {s,D) : X — > Dp est une section au-dessus 
de X, correspondant au sous-groupe D ^ Autx{s), alors 

X*{X) = HomGp/x{D,GJ 

C'est aussi le faisceau sur {Esp/ Df)h represente par le morphisme Xp — > Dp- 

Pour tout groupe abelien de type fini M, nous noterons [[M]] I'anneau 
/^[M] localise le long du systeme multiplicatif engendre par les elements 
de la forme 1 — m, oil m G M. 

Definition 2.21 • La Q-algebre Q[[X*{F)]] est notee Ap- 

• La K-cohomologie d'un champ F , a coefficients dans les caracteres, 
est definie par 

K'^(F) := H{Dp,K(E)Ap) 

oil Von prend la cohomologie dans la categoric Sp{{Esp/ Dp)ii). 

La G -cohomologie d'un champ F , a coefficients dans les caracteres, 
est definie par 

G\F) ■.= Yl{{Dp)u,G®Ap) 
oil Von prend la cohomologie dans la categoric Sp{{Dp)ii) . 

Notons que K'^(-F) est muni naturellement d'une structure d'algebre, 
qui est le produit tensoriel des produits sur et sur QffAf^]] ( |6]^ ). De 
meme, G^{F) est un K^(F)-module. 

Proposition 2.22 La correspondance F i— > K'^(-F) est un foncteur con- 
travariant de HoGhAlg'{S) vers les anneaux de HoSp. 

La correspondance F ^ G'^(F) est un foncteur covariant de {HoGhAlg\S),pr. 
la sous-categoric de champs algebriques et morphismes propres representables, 
vers celle des groupes abeliens. C'est aussi un foncteur contravariant 
pour les morphismes etales representables. De plus, on a les proprietes 
suivantes 

1. pour tout champ F , G^{F) est un K.^(F) -module. Si f : F' — > F 
est un morphisme propre, x G K* et y & G^(-F'), alors 

f*{f*{x).y) = x.f^iy) 

2. si le carre suivant est cartesien 

G'^^F' 

V u 

G ^ F 
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avec p propre, et u etale, alors 

q^ov* ^ u* o p^ 

3. si j : F' ^ F est une immersion fermee, et i : U ^ F Vimmersion 
complementaire, alors il existe un triangle fonctoriel dans HoSp 




G^(C/j < G^(F) 

4. si p : T F est un torseur sous un fibre vectoriel V sur F, alors 
le morphisme naturel 

p* : G^(F) — > G^{V) 

est un isomorphisms 
Preuve: Commengons par les fonctorialites. 

Soit / : F — > F' un morphisme de champs de HoChAlg'{S). II existe 
un morphisme de restriction des caracteres 

Resf : Dfx;., — > 

oh. Df : Dp — > Dpi est le morphisme induit par /. II est defini de 
la fagon suivante. Une section de Df*X*{F') au-dessus d'un espace 
algebrique X, est la donnee d'une section (s, D) e OhDp{X), d'une sec- 
tion (s', D' , xO ^ OhXpi{X), et d'un isomorphisme u e Isomx{f{s), s'), 
tel que u~^.Df{D).u = D'. On pose alors 

Resfis, D, x') := u-x'-u'' o f : D ^ Df{D) 

Ce morphisme induit done un morphisme d'algebres 

Resf : Cl[[Df*X;,]] = Df*Ap — > Ap 
On dispose ainsi d'un morphisme dans HoSp{Esp/ Dp) 

Id® Res f : I^® Df*Ap' — ^ I^® Ap 

En prcnant I'image par HDf^, : HoSp{Esp/ Dp) — > HoSp{Esp/ Dp/), 
on obtient un morphisme dans HoSp{Esp/ Dpi) 

RDf,{K) ® Api — > B,Df,{K ® Ap) 

que Ton compose avec les images reciproques pour X 

K ® Api^-^'^DfiK) ® Api RDf{K ® Ap) 
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En prenant les sections globales sur Dp', on trouve 

/* : K^(F') — > K^(F) 

II est clair que cette construction est naturelle pour la composition, et 
preserve la structure d'anneau. 

Soit / : F — > F' un morphisme propre et representable. II induit 
alors un morphisme naturel /nci/ : — > A^i?, et done un morphisme 
d'algebres 

Indf : Af — > DPAf' 

et done 

Id ® Indf -.G^Af — >G® Df*AF' 
En en prenant 1' image directe par Df 

RDf,{G (g) Af) — ^ RDf.G ® Af' 

et en composant avec les images directes pour Gq 

on obtient un morphisme dans IIoSp{{Df>)h) 

Df, : RDf,{G 0Af)—^G® Af' 
et done le morphisme cherche sur les sections globales 

II est aussi clair que cette construction est naturelle pour la composition. 
Passons a la demonstration des points (1) a (4). 

line remarque generale qui nous sera utile, est que lorsque / : F — > F' 
est representable, le morphisme de restriction 

Resf : DfAF' — ^ Af 
est un isomorphisme, et Indf = {Resf)~^. 

Les points (1) et (2) se deduisent directement de la formule de projec- 
tion et du fait que Resf = IndJ^ pour un morphisme representable. 



(3) Comme le diagramme suivant est cartesien 

Df'-^Df^Du 



F' — ^ F ^ — U 
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on a un triangle dans HoSp{{Df] 



li 



-1 \ J. 



i*G- 



a 



qui induit un triangle apres tensorisation par Af ( car Af est plat sur 
Z) 

i^G ®Af 

-1 ^ \ 3* 



i*G®Af- 



■G®Af 



Or 

Indj : Rj*(^ ® ^F') - j*G ®Af 
Resi : i*G® Af ^i*{G® Au) 
Ainsi, le triangle precedent induit un triangle sur la coliomologie 

G^(F') 



■G^(F) 




G^(f/) 

(4) Commengons par montrer que Dp : Dt — > Df est encore un 
torseur sous un fibre vectoriel. Soit (s, D) : X — > Df une section, avec 
X un espace algebrique, correspondant au sous-groupe D ^ Autx{s). 
Alors Dy X est equivalent a I'espace Vx des points fixes de Taction 
de D sur la restriction Vx, de V sur X ( |2.20| ). Or est un sous- 
fibre vectoriel de Vx- Ceci montre que Dy est un sous- fibre vectoriel de 
V Xf Df- De plus, Dt etant un torseur sous Dy, c'est encore un torseur 
affine sur Df- 

On salt alors que ( p]2| ) 



Dp* -.G — > RDp^G 
est une equivalence faible, et done 

Dp* ® Id: G® Af' — > RDp^G Af' 

aussi. Mais 

KDp^G (g)AF'^ RDp^{G (g) Dp*Af') 

et comme la restriction ReSf : Dp*Af' — ^ Af est un isomorphisme, on 
obtient bien que 

/* = Dp*®Resf-G® Af' — > RDp,{G O Dp*Af') ^ RDp,{G O Af) 
est un isomorphisme. □ 
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Theoreme 2.23 Soit F un champ algebrique de HoChAlg'{S) . Alors, 
il existe un morphisme d'algebres dans HoSp 

Xf:K{F)—^K\F) 

qui est compatible avec les images reciproques. 

Preuve; Comme il existe un morphisme nature! d'algebres Q[A'^] — > Af, 
il suffit de construire un morphisme 

K{F)^B.{Df,K^(S)Q[X^]) 

Construisons un foncteur exact 

p : VectiDp) — > VectiDp) 

Si V est un fibre vectoriel sur -Dp, il est canoniquement muni d'une action 
du groupe de type multiplicatif universel Vp ^ I^p- Pour cette action, 
V se decompose en somme de sous-fibres propres 

y ~ y w W 

ou V^^^ est le sous-fibre de V sur lequel Vp opere par multiplication 
par X e HoniGp/DpiT^F.Gm)- Le foncteur exact V ^ ®x&X'p(Dp)^^^'' 
se localise sur {Dp)ii, et induit un morphisme de champs en categories 
exactes sur {Dp)ii 

p : Vect — > Vect 

Xp 

Remarquons qu'il se passe ici le meme phenomene que dans la preuve de 
|2.23| , a savoir que la categorie cofibree 

[/ Vect(f/) 

n'est pas un champ sur {Dp)ii. Nous mettons en garde le lecteur que 
la notation Vect fait reference au champ associe a cette categorie 
cofibree. 

En termes de cocycles, les fibres V^^^ sont construits de la fagon suiv- 
ante. 

Le fibre V sur Dp est defini par les donnee suivantes : 

• Pour chaque espace algebrique X, et chaque section (s, D) G ObDp{X), 
un fibre vectoriel V(^s,d) sur X. 

• Pour chaque morphisme d'espaces algebriques / : Y — > X, chaque 
couple de sections {s,D) e ObDp{X), {s',D') G ObDp{Y), et 
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chaque isomorphisme u : f*{s,D) ~ {s',D') dans DpiY), un iso- 
morphisme de fibres vectoriels 

: f*V{s,D) — V(s',D') 

• Pour tout couple de morphismes d'espaces algebriques 

9 f 

tout objet (s, D) G OhDF{X),{s',D') G ObDFiY), ei {s" , D") G ObDpiZ), 
et tous isomorphismes Ml : D) ~ (s', D'), et M2 : g*{s',D') ~ {s",D"), 
une egalite 

Ainsi, chaque V(^s,d) sur X, est muni d'une action lineaire du sous-groupe 
D. Comme D est de type multiplicatif, cette action se diagonalise 

xex*{D) 

oh X*{D) = HomGp/x{D,Gm) est le groupe des caracteres de D, et 
V^^^ le sous-fibre de V sur lequel D opere par multiplication par x- 
Alors, pour chaque morphisme / : Y — ^ X, chaque couple de sec- 
tions {s,D) G ObDp{X), {s',D') G ObDp{Y), et chaque isomorphisme 
u : f*{s,D) ~ (s', Z^') dans I'isomorphisme preserve cette 

decomposition, et induit done un isomorphisme 

Ces isomorphismes verifient evidemment la condition de cocycles, et per- 
mettent done de recoUer les V^^^l)^ en un fibre vectoriel sur Dp, note 

Par le morphisme canonique p..6| applique a la i^-theorie a coefficients 
dans Vect, le morphisme p induit un morphisme de spectres 

p : K{Df) B.{Df, K) U{Df, Vect) ~ niDp, H(D^, K^Q[X^]) 

et en composant avec le morphisme naturel Q[A'^] ^ Af 

On definit alors 

Xf: K(F)^K(D^)^K>^(F) 
oil dp '■ Df — > F est la projection. 
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Pour finir, la compatibilite avec le produit provient du fait que p est un 
foncteur de champs en categories tensorielles. Ce qui se verifie localement 
sur {Dp)ii, a I'aide de la formule 



Xl-X2=X 



Remarquons qu'ici aussi, le morphisme p preserve la structure tensorielle 
car nous avons considere le champ 0;^^. Vect, et non la categoric cofibree 
^^e;.*(c/)Vect(f/). □ 

Remarque: Lorsque le morphisme pp : Dp — > F est de Tor-dimension 
finie, on pent definir une image reciproque 

d*p : G(F) ^ G{Dp) 

La meme construction que precedemment, donne egalement un mor- 
phisme 

p:G{Dp)-^G^{F) 

Ce morphisme sera utilise dans le cas des "champs bien ramifies" ( |3.9| ), 
pour demontrer une formule de Riemann-Roch. Notons alors que les deux 
constructions sont compatibles pour le morphisme naturel Vect — > Coh. 

Une fois de plus, la construction du foncteur p garde un sens dans le 
cadre plus general des O^ij^-modules. 

Exemple: Soit k un corps algebriquement clos, 5* = Speck, H un 
groupe algebrique affine et hsse operant sur un schema X, et F = [X/H]. 
Notons A I'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de type 
multiplicatif de if, et fixons pour chaque a G A, un representant Da ^ H . 
Notons Ma le groupe des caracteres de if, et Na le normalisateur de Da 
dans H. Alors Ma opere par conjugaison sur M^, et par Taction induite 
sur X", le sous-schema des points fixes de Da- Alors on a des equivalences 



X*(F)~]J[X»xM„/Arj 

aeA 

Dp^Wyx'^/Ma] 



aeA 

Ceci provient du fait que le schema des sous-groupes de type multiplicatif 
de if, est la reunion disjointes de ses orbites sous Taction de H par 
conjugaison ( voir la preuve de | [SGA 3 i7| , XII 5.5] ). Ainsi 



K^(F) ^0H°([X7Arj,^®Q[[Mj]) 



aeA 
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et le morphisme 



XF : Ko(F) 0H°([X7Arj,^® Q[[MJ]) 
induit un morphisme 

aGA 



qui est la somme des morphismes resa, decrits dans ||C-G| , 5.11]. Ainsi, le 



theoreme precedent est une globalisation du morphisme de localisation 
en i^'-theorie equivariante. 

Pour finir, nous allons montrer que Ton pent aussi generaliser le theoreme 
de devissage des champs de Deligne-Mumford au cas des champs algebriques 
verifiant I'hypothese de la proposition |2.18| . Comme les idees et les 



preuves sont tout a fait analogues, nous nous contenterons d'une breve 
description. 



Definition 2.24 Soit F un champ algebrique. On definit le champ Ip , 
des automorphismes d'ordre fini et non-ramifies, comme le sous-champ 
de Ip forme des couples (s, h), ou h est d'ordre fini et premier aux car- 
acteristiques de S . 

t f ^ ' 

En clair, le champ Ip est defini par le prefaisceau en groupoides, 
dont la valeur sur un espace algebrique X est le groupoide des couples 
(s, h), avec s G ObF{X), et h E Autp(^x){s) est d'ordre fini, premier aux 
caracteristiques de 5*. 

Lemme 2.25 Si F est dans HoChAlg^S)' ( i.e. satisfait a I'hypothese 
de la proposition |^. i<§| ), alors le champ I^p est algebrique, et la projection 
naturelle 

np -.I'/^F 

est representable. 

Preuve: On considere le morphisme naturel 

p:l'/ ^ Dp 

qui a une section (s, h) au-dessus de X, associe la section (s, < h >) de 
Dp, ou < h > est le sous-schema en groupe de Autx{s) engendre par h. 
II est clair que ce morphisme est representable, fini et etale. En effet, si 
{s,D) est une section de Dp au-dessus de X, I^p Xp,p X est vide si D 
n'est pas fini sur X, et un D-torseur sinon. 



Comme d'apres p.l8| . Dp est representable, Fp aussi. □ 
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' t f 

Remarque: On peut aussi demontrer ce lemme en remarquant que Ip 
est un sous-champ ouvert et ferme deVp. 



Definition 2.26 Soit F un champ de HoChAlg{S)' . On definit sa 
K-cohomologie et sa G-cohomologie a coefficients dans les representations 
par 

K^^P(F) := H(/y,^® A) 
G-f(F) :=H((/y);i,G®A) 

La meme construction que celle decrite dans |2.15| donne alors le theoreme 
suivant. 

Theoreme 2.27 Soit F un champ de HoChAlg{Sy . Alors il existe un 
morphisme d'anneaux dans HoSp, et fonctoriels pour les images reciproques 

(pF ■■ K(F) — > K""^(F) 
2.3.3 Devissage des gerbes reductives 



Bien que Ton ne sache pas demontrer de resultats analogues a |2.15 
pour le cas des champs d'Artin, il existe un resultat pour les gerbes 
bornee par des groupes reductifs. 

Rappelons que tout schema constant tordu quasi-isotrivial sur un 
schema normal, est isotrivial ( c'est un corollaire de |[SGA 3 /7|, X 5.13] ) 



( i.e. trivial apres un changement de base etale et fini ). 

Soit X un espace algebrique normal, et H — > X un espace algebrique 
en groupes reductifs ( fSGA 3 /77| , XIX 2.7] ). On se propose de "cal- 



culer" G(F)q, ou F est une gerbe sur X bornee par H . 

Pour cela nous construisons I'espace des caracteres de F. Sans perte 
de generalite on pourra supposer X connexe. Soit r le rang reductif de H. 
Notons ^""^^(ir) le sous-champ ouvert et ferme de Dp des sous-groupes 
de type multiplicatif de type 7/ . Ainsi, T'^"-^{F) est le "champ des tores 
maximaux de F". Nous noterons X^'""""^ = X*pXDp T""'''{F). 

Lemme 2.28 Le champ x*/^""^ est une gerbe bornee par H , sur un es- 
pace algebrique MXp, tel que la projection naturelle 

p : MX*p — > X 



fasse de MXp un espace constant tordu et quasi-isotrivial sur X ( ^SGA 3 711 , 
X7]). 

De plus, pour tout point geometrique x de X, la fibre de p au-dessus 
de X s'identifie a I' ensemble des caracteres invariants par conjugaison, 
d'un tore maximal de ® k{xy^ . 
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Preuve: Comme ceci est local sur Xet, il suffit de traiter le cas ou F est 
une gerbe triviale bornee par H. On peut aussi supposer que H admet un 
tore maximal T H, diagonalisable sur X. Alors xp"^""^ est equivalent 
au quotient [{H/^^{T)) x Z''/H] ( ou 7V(T) est le normalisateur de T 
dans H ) ou encore au quotient [X x Z"^/!!], ou H opere sur Z*" par 
conjugaison a travers I'identification 

□ 



Theoreme 2.29 Soit Z{H) le centre de H . Si la classe definie par F 
dans H^^{X,Z[H)) est de torsion, alors il existe un isomorphisme dans 
HoSp 

: G(F)q G(MX^)q 

Preuve: Le principe de la demonstration consiste a construire / : 
Y — y X, une normalisation de X dans une extension galoisienne de 
K{X). Alors d'apres le theoreme de descente on a 

/* : G(F)q ^ G{Fy)^^' 

ou Gal est le groupe de galois de Y sur X, et Fy = F Xx Y. De plus, 
comme le carre suivant est cartesien 



Y 



r-pmax ^J?Y ^ 



f 



X 



on a aussi 



/* : G(MX;)q ^ G(MX(V))§'^^ 
On construira alors ipp a I'aide de ippy st du carre commutatif 



G(F)q 



■G(MX^)q 



G(Fy)Q— -G(MX*(Fy))Q 



II suffira pour cela de verifier que la construction est compatible avec les 
changements de bases etales. 

Comme X est normal, il existe un revetement galoisien Y — > X, tel 
que le schema en groupes Outx{H), soit constant sur Y ( [^GA 3 III 



XXIV 4.16] et jSGA 3 Illj XXIV 1.3 (ii)] ). Par I'argument ci-dessus. 
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on peut done supposer que le sehema des automorphismes exterieurs, 
Outx{H) est constant sur X. 

Soit Z{H) le centre de H. Comme H est reductif, alors Z{H) est un 
groupe de type multiplicatif de type fini. Or comme X est normal, il 
existe un revetement galoisien Y — > X, tel que la restriction de Z{H) 
sur Y soit le produit direct d'un tore deploye et d'un groupe constant 
fini. On peut done aussi supposer que Z{H) ~ {Gm/Xy x Z, avec Z un 
groupe fini. 

Soit a G H\Xet,Outx{H)) le lien de F ( Q ). Comme Outx{H) 
est constant et X normal, toute classe dans H^{Xet, Outx{H)) devient 
triviale apres un revetement galoisien Y — > X. Ainsi, on peut sup- 
poser que F est determinee par sa classe b G H'^{Xet, Z{H)) ( ), 
qui est de torsion par hypothese. EUe provient done d'un element dans 
H^^{Xet, iJ^n ^ correspondant a une gerbe de groupe /i" x Z sur X^t- 
Etant un champ de Deligne Mumford, on salt qu'il existe un revetement 
ramifie galoisien Y — ^ X, qui la trivialise. Ainsi, on peut supposer que 
F ~ X X BH. 



Enfin, comme H est reductif sur X, qui est normal, le theoreme 
d'isotrivialite ( ||!SGA 3 /77] , XXIV 4.16] ), permet de se ramener au 



cas oil H admet un tore maximal deploye sur H, que nous noterons alors 
T ^ H, et M son groupe des caracteres. 

Construisons un morphisme 

X : G(F) — > G(X X M)^ 

oil W est le groupe de Weil de T. On procede de la fagon suivante. En 
clioisissant une section de F — > M, on peut identifier F a un quotient 
[M/H], et done Coh(F) a la categorie des faisceaux coherents sur M 
munis d'une action de H. Nous noterons Coh(M, H) cette categorie. 
Par restriction, on dispose d'un foncteur exact 

Res : Coh(M, H) — > Coh(M, T) 

De plus le groupe W opere par automorphismes interieurs sur T, et 
done sur la categorie Coh(M, T). Le foncteur de restriction Res de- 
vient alors une pseudo-transformation naturelle de ly-pseudo-foncteurs, 
Coh(M, H) etant vu comme un diagramme trivial. Par les procedes de 
strictification |6.3| , on en deduit un morphisme de spectres de i^'-theorie 

G(F) — y holimwG{BT x X) =: G{BT x X)^ 

Or, on salt QUG let CcttC gorie Coh(i?T x X) est canoniquement equivalent 
a la categorie 0^Coh(X). Ainsi, on a des isomorphismes canoniques 
dans HoSp 

G{BT X X)^ ~ (Y G(X))'^ ~ Coh(X x M)^ 

M 
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Mais, on sait que le morphisme r : X x M — ^ (X x M)/W = MXp 
induit un isomorphisme 

r* : G(MX* )q ~ G(X x M)^ 

Ainsi, on a construit le morphisme cherche 

i^F : G(F)q G(MX^)q 

Par construction, ce morphisme est clairement compatible aux change- 
ments de base etales sur X. Ainsi, I'existence de ipp est demontree. Pour 
voir que c'est une equivalence faible, une localisation sur X^t ( ), 
permet de se ramener au cas oii F est triviale, et H possede un tore 
maximal deploye. On utilise alors une localisation sur X ( |2]^ ), et un 
raisonnement par recurrence noetherienne, pour ce ramener au cas oil 
X = Speck, le spectre d'un corps. Par une autre apphcation de la de- 
scente ( ), on pent aussi supposer que k est separablement clos. Et 
comme une extension purement inseparable induit un isomorphisme en 
G-theorie rationnelle, on pent meme supposer que k est algebriquement 
clos. 

Alors, la categoric Coh(F) est semi-simple, car H est reductif. De 
plus, comme k est algebriquement clos, I'anneau des endomorphismes 
d'un objet simple est isomorphe a k. On sait alors que 

G(F)q ~ V G{Speck)ci 

S(Coh(F)) 

oil S'(Coh(F)) est I'ensemble des classes d'isomorphie d'objets simples 
de Coh(F). Ceci implique, que le morphisme de Kunneth 

Go(F) ® GgiSpeck) GgiF) 

est un isomorphisme. On se ramene done a demontrer que 

ch: Go(F)q Q[M]^ 
X I— > ch{x) 

qui a une representation associe son caractere, est un isomorphisme. Ce 
qui est bien connu. □ 

Remarquons que I'hypothese concernant la torsion de I'element dans 
H^^{X,Z{H)), est de torsion est verifiee lorsque X est lisse, on encore 
lorsque H est semi-simple. 
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3 Chapitre 3 : Cohomologie a coefficients dans les 
caracteres et theoremes de Grothendieck-Riemann- 
Roch 

Ce chapitre est consacre aux theoremes de Riemann-Roch. On y 
demontre essentiellement deux types de formules, les formules de type 
Lefschetz-Riemann-Roch, et celles de type Grothendieck-Riemann-Roch. 
Dans le premier cas ( |3.16 , 3.25| ), ces formules explicitent le com- 



portement des morphismes de devissage ( |2.15| , |2.23| , |2.27| ), par rapport 



aux images directes. Lorsque le champ est un quotient d'un schema par 
un automorphisme d'ordre fini, nous retrouvons la formule de Lefschetz- 
Riemann-Roch de |[B-F-A^| ■ Plus generalement, si le champ est un quo- 



tient par un schema en groupes affine, nous retrouvons la formule des 
traces de Lefschetz pour les faisceaux coherents demontree dans |[l'h3 



6.4]. Remarquons que lorsque I'on applique ces formules a des schemas, 
on trouve que I'identite commute avec les images directes, ce qui n'est 
pas une grande decouverte. 

Les formules de Grothendieck-Riemann-Roch ( pj.21| , ^.33| ), quant a 



elles, explicitent le comportement du caractere de Chern en ii'-cohomologie 
par rapport aux images directes. Dans le cas oii on les applique a 
des schemas, on retrouve les formules de Grothendieck-Riemann-Roch 
demontrees dans [^1, 4.1]. Cependant, appliquees au morphisme struc- 
tural d'un champ algebrique sur un corps, elles ne donnent pas de formule 
de Hirzebruch-Riemann-Roch. 

On pent alors dire que le cas le plus interessant est lorsque Ton com- 
pose les formules de Grothendieck-Riemann-Roch, avec celles de Lefschetz- 
Riemann-Roch. On obtient, dans ce cas, le theoreme de Grothendieck- 
Riemann-Roch sous sa forme finale ( |3.23| , |3.36| , |3.37| ), qui permet de 



calculer des caracteristiques d'Euler de faisceaux coherents, au moins 
dans le cas des champs de Deligne-Mumford. 

Notons que nous n'avons reussi a demontrer les theoremes de Riemann- 
Roch pour des morphismes non-representables de champs algebriques 
d'Artin, que dans le cas des champs qui admettent des quotients geometriques 
uniformes. Cette restriction nous est imposee par le manque de resultats 
concernant les quasi-enveloppes de Chow de morphismes propres, ana- 
logues a p..21| ( mais dans un cadre relatif 



Notons aussi que le theoreme de Riemann-Roch est demontre en toute 
generalite en utilisant la cohomologie a coefficients dans les representations, 
et non celle a coefficients dans les caracteres. II se trouve que cette 
derniere n'est pas bien adaptee des morphismes non represent ables, 

et que le theoreme serait faux, meme pour les cas les plus simples. 

Bien que cela multiplie les notations et les enonces nous avons tenu a 
donner les formules precedentes separement avant de les composer, car les 
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deux formules nous semblent separement interessantes. Le lecteur pourra 
se convaincre par exemple de I'utilite de la formule de Grothendieck- 
Riemann-Roch en i^'-cohomologie dans I'etude de la topologie orbifold 
des champs de Deligne-Mumford ( p.44| ). 



3.1 Cohomologie des champs algebriques 

Nous commencerons ce chapitre par des preliminaires sur la coho- 
mologie des champs algebriques. Cela nous semble necessaire, car nous 
ne Savons definir des images directes que sous certaines hypotheses con- 
cernant la theorie cohomologique utilisee. Nous expliciterons done de 
quelles proprietes nous avons besoin, et donnerons deux exemples de 
theorie cohomologique verifiant ces hypotheses. 



On supposera, sauf exception au paragraphe |3.2.3| , que S = Speck, 
avec k un corps. 



3.1.1 Theorie cohomologique avec images directes 

Definition 3.1 Une theorie cohomologique avec images directes est la 
donnee de : 

1. Pour chaque entieri, un prefaisceau en spectres sur {Esp/S)ii 7i*, 
muni d'une structure de groupe abelien dans HoSp{S). 

2. Des morphismes dans HoSp{S) 

K A W — > 

qui font de Ti := Vi ^* '^''^ anneau gradue commutatif dans HoSp{S). 

3. Pour tout espace algebrique lisse X , une structure de foncteur co- 
variant 

{Li/X,pr.) — > (Hxu)-mod 
f -Y -^X ^ RfM 

ou {Li/X,pr.) est la categoric des X-espaces algebriques lisses, et 
fortement quasi-projectifs surX avec morphismes propres, et {l-Lxii)-mod 
celle des objets en Tt-modules dans Sp^Xn). L 'image d'un 
X -morphisme 



Z 




sera notee 
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Si de plus, u : Y — ^ X est un morphisme propre d'espaces algebriques 
lisses et irreductibles, alors est gradue de degre d.p, ou d est un 
entier egal dl ou 2, et p = DimX — DimY . 

4- Pour toute immersion fermee j : Y ^ X d'espaces algebriques 
lisses, un triangle fonctoriel dans HoSp^Xu) 

nun) 





i*n^ z n 



oil i : X — Y "—^ X est I'immersion ouverte complementaire. 

5. Un morphisme dans HoSp{S) 

Ci : BPic — > nf^^ 

tel que si p : PiV) — > X est un fibre projectif associe a un fibre 
vectoriel V de rang r + 1 sur X, et x = Ci{Oi{P{V)) , alors le 
morphisme 

Vi=o '^Xu — ^ RpM 

est un isomorphisme dans HoSp{Xii) . 

Remarquons, qu'en dehors du point (3), ces axiomes sont ceux donnes 
dans [0, 2.1]. Le point (3) quant a lui, est une covariance renforcee, 
qui n'est pas verifiee, a priori, pour toutes les theories cohomologiques 
habituelles citees dans [0, 1.4]. Nous connaissons essentiellement deux 
exemples verifiant ces axiomes. 

Exemples: 

• La theorie de Gersten ( 1.4] ): 



Soit /Cj : X H-i> Kj(X) le prefaisceau du i-eme groupe de i^-theorie 
sur {Esp/S)ii. On lui associe par la construction de Dold-Puppe un 
prefaisceau en spectres ( [|Q2|] ) 

n' ■.= K{lCi ®zQ,«) 

Pour montrer que cette theorie verifie (3), on utilise les resolutions 
de Gersten ( [0, 7.17] ). 

Notons /Cj — > TV la resolution de Gersten de /Cj sur {Esp/S, fl)ii, 
le site des ^-espace algebriques et morphismes plats. Soit 

■.= K{TV ®zQ,^) 
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Alors, pour tout espace algebrique lisse X, le morphisme induit 



est une equivalence faible sur Xu. De plus, comme on a pris le com- 
plexe W a coefficients rationnels, le prefaisceau TC'^ est flasque sur 
Xu. Ainsi, pour tout morphisme / : Y — > X, avec Y lisse, R/*?i 
est canoniquement isomorphe dans HoSp^Xu) a f^TC'. Mais on salt 
alors, que les images directes de morphismes propres sur Ti' verifient 
les formules de transfert et de projection, elles permettent done de 
definir le foncteur cherche dans (3). 



• La cohomo logic de De Rliam ( |0 ): 

Supposons que k soit de caracteristique nuUe. Posons alors 

ou Q est le complexe de De Rham sur {Esp/S)ii defini dans 0. 
Pour montrer que cette theorie verifie (3), on utilise les resolutions 
canoniques de [0, 2]. On conclut alors par la meme methode que 
precedemment. 



Pour la suite, on se fixe une theorie cohomologique avec images di- 
rectes. Si X est un espace algebrique, la restriction de H sur le petit site 
lisse Xu, sera notee Hx- 

Si X est un espace algebrique irreductible, on pent trouver d'apres 



Jq| , une hyper-quasi-enveloppe de Chow 

p:Z,~^X 

telle que chaque Zm soit lisse irreductible et quasi-projectif sur Speck. 
En appliquant (3) au-dessus de Zq, on pent definir un spectre simplicial 

H{Z„W) : [mj^HiiZji^n'-^"-) 

on dm = DimZQ — DimZm- Notons alors 

B.{Z/X,n') := hocohmAopH{Z„n') 

et 

n[{X) := hocohmz.eHEiX)ii{Z/X,n') 

ou la limite est prisG sur let CcitG gorie HE{X) des hyper-enveloppes de 
Chow hsses et quasi-projectives sur Speck. Notons que les images directes 
sur H ( ^TT] 3 ) induisent des morphismes pour tout entier i 

n[ix) n\x) 



81 



Lemme 3.2 Si X est lisse, alors le morphisme naturel 

est un isomorphisme dans HoSp. 

De plus, la correspondance X ^ 7i[{X) est un prefaisceau en spectres 
sur {Esp/S, li), la categorie des espaces algebriques et morphismes lisses. 

Si f : X — > Y est un morphisme propre d' espaces algebriques, alors 
il existe un morphisme dans HoSpiYu) 

compatible avec V equivalence precedente lorsque X etY sont lisses, et f 
fortement quasi-projectif. 

Preuve: La premiere partie se demontre comme les theoremes de 



descente p^ . La seconde assertion est une consequence directe de (3), et 
de la propriete universelle des colimites homotopiques. 

Soit / : X — > Y un morphisme propre. On considere la categorie 
f*HE{Y) formee des triplets {Z,, Zl,u), ou Z, est un objet de HE{X), 
Z^ un objet de HE{Y), et u un morphisme de Z, vers f~^Z'^ := Z', Xy X 
dans HE[X). Alors, par (3) on a un morphisme naturel 

: hocolim^z.,z'.,u)&f'HE{Y)ii{Z / X,n) — > hocolimz',(^HE{Y)ii{Z' /Y,n) = H'{Y) 

Or, comme toute objet f^^Z',, ou Z'^ E HE{Y), est domine par un objet 
de HE{X), le morphisme naturel 

a : hocolim(^z.,z'.,u)€f*HE{Y)ii{Z / X ,H) — ^ hocolimz.eHEix)ii{Z / X ,n) = H'{X) 

est une equivalence faible. Comme cette construction est compatible avec 
le changement de base par des morphismes lisses, on a done construit un 
diagramme dans HoSpiYu) 

hocolinnz.,z'.,u)€ f'HE(Y)ii{Z/X, n)x — ^ Wy 



X 



avec u un isomorphisme. Ceci definit done de fagon unique un morphisme 
dans HoSp{Yii) 

/* : f*'Hx ^ T^y 

□ 



Definition 3.3 Soit F un champ algebrique. On definit sa cohomologie 
et son homologie par 

Hp{F,q) :=7rrf,_pH(Fi,,7^;®Q) 
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Les principales proprietes sont repertoriees dans la proposition suiv- 
ante. 

Proposition 3.4 La correspondance F i— H*{F, *) est un foncteur con- 
travariant de HoChAlg{S) vers les Q-algebres commutatives bi-graduees. 

La correspondance F i— > H,{F, *) est un foncteur covariant de {HoChAlg{S),pr.rep.), 

la sous-categorie de champs algebriques et morphismes propres representables, 
vers celle des groupes abeliens. C'est aussi un foncteur contravariant 
pour les morphismes lisses et representables. De plus, on a les proprietes 
suivantes : 

1. Pour tout champ F, H,{F, *) est un H'{F, *)-module bi-gradue. Si 
f : F' — > F est un morphisme propre representable, x e H*{F, *) 
etye H,{F', *), alors 

f*(f*(x).y) = x.f^(y) 

2. Si F est lisse, il existe un isomorphisme de H*{F,*) -modules 

Pf:H'{F,*)c^H,{F,*) 
compatible avec les images reciproques et les produits. 

3. Si le carre suivant est cartesien 




p 

avec p propre representable, et u lisse et representable, alors 

q^ov* = u* o p^ 

4- Si j : F' ^ F est une immersion fermee, et i : U ^ F Vimmersion 
complementaire, alors il existe une suite exacte fonctorielle 

H,{F', *) ^ H,{F, *) -JUh,{U,*) > ■ ■ ■ 

5. Si p : V ^ F est un fibre vectoriel, alors le morphisme naturel 

p*:H,{F,*)^H,{V,*) 
est un isomorphisme. 

6. Si p : P{V) — > F est la projection d'un fibre projectif associe a un 
fibre vectoriel V de rang r + 1, et si x — Ci{Op{i)) G H'^[F, i), 
alors le morphisme naturel 

est un isomorphisme. 
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Preuve: L'existence des images directes pour les morphismes propres 
represent ables est une consequence directe du lemme K% Toutes les 



autres proprietes se deduisent alors aisement des axiomes ^Tl]. □ 

II nous reste a traiter le cas des images directes pour des morphismes 
propres non-necessairement representables. Pour cela, on utilise les memes 
arguments que p.6| , et on demontre la proposition suivante. 

Proposition 3.5 1. Le foncteur covariant 

H,{-,*): {HoChAlg{S),pr.rep.) — > Ab 

F ^ H,{F,*) 

s 'etend en un foncteur covariant 

H,{-,*): {HoChAlgDM{S),pr.) — > Ab 

F ^ H,{F,*) 

OIL {HoChAlgDM{S),pr.) est la sous- categoric des champs algebriques 
de Deligne-Mumford et morphismes propres. Ce foncteur verifie en- 
core les formules de transfert et de projection pour des morphismes 
non-necessairement representables. 

De plus, si F est de Deligne-Mumford, etp : F — > M la projection 
sur son espace de modules, alors 

p,:H,{F,*)^H,{M,*) 

est un isomorphisme. 

2. Si S = SpecK , avec K un corps de caracteristique nulle, alors le 
foncteur precedent s 'etend en un foncteur covariant 

H,{-,*): {HoChAlg''ff{S),pr.) — > Ab 

F ^ H.{F,*) 

oil {HoChAlg"-ff{S),pr.) est la sous-categorie des champs algebriques 
A-affines, et morphismes propres. 

Terminons par la definition des classes caracteristiques. 
Dans 2.2] sont construits des morphismes dans HoSpr{{Esp/ S)ii) 

Q ■ K[o] ^ ^[o] 

Ces morphismes induisent done, pour tout champ algebrique F, la i-eme 
classe de Chern 
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Ces classes caracteristiques verifient evidemment tous les axiomes de . 
EUes permettent aussi de definir le caractere de Chern 

Ch:-^{F)^H'iF,*) 

qui est un morphisme d'algebres, fonctoriel pour les images reciproques. 
Enfin, on dispose aussi d'une classe de Todd 

Td:K,{F)^H-{F,*) 

qui est multiplicatif, et fonctoriel pour les images reciproques. 

A I'aide de ces definitions et du "splitting principle", on demontre 
I'equation suivante ( ||i:''-L| , 5.3] ), qui nous sera utile par la suite. 

Lemme 3.6 Soit x G Ko(-F), r son rang, que Von suppose positif, et 
son dual. Soit 

K : Ko(F) ^ Ko(F) 

la i-eme X-operation ( |F-Z| , V , 1] ), et A_i(a:;) := Ylii^^Y -^ii^) ■ ^^ors 

Ch{can{\_i{x))).Td{can{x^)) = Cr(can(x^)) 

Remarque : II nous arrivera d'ecrire Ci{x) ( de meme pour Chet Td ), 
pour signifier Ci{can{x)), lorsque x G K*(F). 

Pour terminer ce paragraphe, nous allons montrer que ces theories co- 
homologiques ne permettent pas de demontrer un theoreme de Riemann- 
Roch. Le contre-exemple est le suivant. 

Soit F = [SpecC/H] avec H un groupe fini abelien. Dans ce cas le 
fibre tangent est trivial, et la transformation de Riemann-Roch associee 
aux definitions de Ch et Td precedentes 

tf:K,{F)^H*{F,o) 

est done le caractere de Chern. Ainsi, c'est un morphisme d'anneaux. 
La propriete 3^ implique que 

p, : H*{F,0) — > H*{SpecC,o) 

est un isomorphisme. Supposons que la theorie cohomologique soit telle 
que H*{SpecC,o) soit un corps K de caracteristique nulle. C'est le cas 
pour les deux exemples que nous avons cite. Si la formule d'Hirzebruch- 
Riemann-Roch etait verifiee, on aurait un diagramme commutatif 

p* ip* 
K TT-K 
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En identifiant Ko(F) avcc Ic groupc dc Grothendicck dcs representations 
lineaires de H dans C, on aurait pour tout C[i7]-module V de dimension 
finie 

p^Ch{V) = Dim{V") 

Prenons V de dimension 1 non triviale. Alois — (0). Or si m est 
I'ordre de H, alors V^'^ — 1. On aurait done 

ChiV^"") = ChiV)"^ = Ch{l) = 1 ^ Ch{V) ^ 

Ce qui est absurde. 

3.1.2 Cohomologie a coefficients dans les caracteres 

Fixons-nous une theorie cohomologique avec images directes Ti.. Les 
groupes de cohomologie et d'homologie assocics a cette theorie, seront 
notes comme dans le paragraphe precedent, H*{—, *), et H,{—,*). 

Definition 3.7 Soit F un champ algebrique de HoChAlg'{S). 

1. Sa cohomologie et son homologie, a coefficients dans les caracteres, 
sont definis par 

HP{F, q) := 7rd,-plI{iDF)ii, W ® Af ® Q) 

H^{F, q) := 7rrf,_pH((D^)u, H'^^Af® Q) 
On notera aussi 

p,i 

2. Les classes caracteristiques a coefficients dans les caracteres, sont 
definies par 

Cf : Kp{F) ^ II-p{{Df)u, K^Af^Q)^ H'^'-p{{Df)u, W ^ Af ^ Q) ^ H^'-^F, i) 

3. Le caractere de Chern et la classe de Todd sont definis de maniere 
analogue 

Ch^: K,(F)iKJ(F)^i/*(F,*) 
W : Ko(F) -^^{F)^H'^{F, *) 

Remarques: 
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• Les classes de Chern definies ci-dessus ne verifient par I'axiome 
de normalisation ( 0, 2.1] ). En effet, prenons le cas on F = 
BH est le champ classifiant d'un groupe algebrique sur un corps 
algebriquement clos k, H la theorie de Gersten, et V une representation 
lineaire de H. Alors 

DeTnik) 

est la somme des caracteres des representations obtenues par restric- 
tion de D sur V. Ainsi, CoiV) 7^ 1 en general. 

• Pour tout champ algebrique F, il existe une section canonique F ^ Dp, 
correspondant au sous-groupe trivial. Ainsi, on dispose d'isomorphismes 
fonctoriels 

H-^{F,*)c^H'{F,*)®H'^^,{F,*) 
H^{F, *) ~ //.(F, *) © H^^\F, *) 

Par ces isomorphismes, il nous arrivera d'identifier H*{F, *) ( resp. 
H,{F,*) ) a son image dans H'^{F,*) ( resp. H^{F,*) ). De cette 
fagon, si x G Kp(F), les classes de Chern Ci{x) G iF^'*~P(F, i) seront 
vues comme des elements de H*{F,*). De plus, il est clair que la 
projection de Cf{x) dans H*{F,*) est Cj(x). 

Les produits sur H et Z[[A'^]] induisent des produits sur H^A^Q. De 
cette fagon, les groupes H*{F, *) sont des anneaux bi-gradues. De meme, 
H^{F,*) est un if* (F, *) -modules bi-gradues. Ces structures sont com- 
patibles avec la decomposition precedente. 

Rappelons que HoChAlg\S) est la sous-categorie de HoChAlg{S) 
des champs qui verifient I'hypothese de 

Proposition 3.8 La correspondance F 1-^ H^{F, *) est un foncteur con- 
travariant de HoChAlg'{S) vers les algebres commutatives hi-graduees. 

La correspondance F 1— >■ H^{F, *) est un foncteur covariant de {HoChAlg'{S),pr.) , 
la sous-categorie des champs algebriques et morphismes propres et representables, 
vers celle des groupes abeliens. C'est aussi un foncteur contravariant 
pour les morphismes etales representables. De plus, on a les proprietes 
suivantes 

1. pour tout champ F, H^{F,*) est un H^{F,*) -module bi-gradue. Si 
f : F' — > F est un morphisme propre representable, x G H'{F, *) 
et y e H^{F', *), alors 

f*{f*{x).y) = x.f^y) 
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2. si le carre suivant est cartesien 



G'- 



F' 



avec p propre representable, et u Stale representable, alors 

q^ov* = u* o p^ 

3. si j : F' ^ F est une immersion fermee, et i : U F I'immersion 
complementaire, alors il existe une suite exacte naturelle 



H^{U,*] 



■miF'*)... 



...H}{F',*)^Hl{F,*)- 

4- si p : V —>■ F est un fibre vectoriel, alors le morphisme naturel 

p* : H^{F,*) — > H^{V,*) 
est un isomorphisme. 



Preuve: Cest la meme que pour p.22| . □ 

Revenons un moment au cas d'une base generale S. 

Lorsqu'un morphisme / : F — > F', est localement une intersection 
complete, on pent definir le fibre conormal := Mi^F/ F'Y de /. Nous 
noterons alors 

A; = A_i(Ar(F/F')^)GK„(F) 
Rappelons que nous avons defini un morphisme 

p:K(D^)— .K^(F) 

pour tout champ algebrique F ( voir la preuve de p.23| ). 

Definition 3.9 • Soit F un champ algebrique tel que la projection 

dp: Dp — > F 

soit localement d 'intersection complete ( representable ). La classe 
de ramification de F est definie par 

«F := p(AdJ e K^(F) 

oil p est defini dans \2. 23^ . 
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• Un champ algebrique de HoChAlg'{S) est dit bien ramifie, si le 
morphisme 

dp: Dp — > F 

est localement d 'intersection complete, et ap est inversihle dans 

Proposition 3.10 Dans tous les cas suivants, le champ F de HoChAlg'{S) 
est bien ramifie. 

1. Le champ F est une gerbe sur X , bornee par un X-espace algebrique 
en groupes affine et lisse sur X . 

2. Le champ F est un champ de Deligne-Mumford regulier. 

3. Le champ F est localement un quotient affine, lisse sur S = Speck, 
avec k un corps. 

4. Le champ F est localement un quotient affine, regulier, et pour toute 
section s G ObF{X) au-dessus d'un S-espace algebrique, Autx{s) 
est abelien. 

Preuve: Pour montrer qu'un element de Kq(F) est inversible, on 
utilisera le lemme suivant, applique k C = {Dp)ii, et K = I^® Ap. 

Lemme 3.11 Soit C un site, et K E HoSp{C), un objet en anneaux. 
Un element x G H°(C, K) est inversible, si et seulement pour tout objet 
X E C, il existe un recouvrement i : U — > X , tel que i*{x) G H°(f/, K) 
est inversible. 

Preuve: L 'element x est represente par un morphisme de prefaisceaux 
en spectres 

X : * — > HK 

on K HK est une resolution injective. Alors, dire que x est inversible 
est equivalent a dire que le morphisme de HoSpiC) 

-Ax: HK — > HK 

y y Ax 

est un isomorphisme. Mais ceci est local sur C. □ 

(1) Comme ceci est local sur X^t, on pent supposer que F = [X/H] 
est une gerbe triviale de groupe H. Alors 

Dp ~ [Th/H] 

on Th est le schema des sous-groupes de type multiplicatif de H. Or, 
comme Th — > X est lisse d'apres ||SGA 3 i7| , XI 4.1], le morphisme 



Dp — * F est lisse. Ainsi, le fibre conormal Dp — > F est trivial, et 
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done ap = 1- 



(2) En localisant sur I'espace de modules de F, on pent supposer que 
F = [X/H], ou X est un schema regulier, et H un groupe fini operant 
sur X. Notons T{H) I'ensemble des sous-groupes de type multiplicatif 
deH xX — >X. 

Soit X = Udgt(h) est le sous-schema de X des points fixes 

de D. On sait alors que X est reguher ( [P?h3| , 6.2] ). Or, Dp ^ [X/H]. 



Done Dp est reguher. Ainsi, le morphisme Dp — > F est localement 
d'intersection complete. 

Supposons toujours que F = [X/H], et notons M{D) le groupe des 
caracteres de D. Comme IJDer(_ff) — ^ ^^^^^ surjectif, le 

lemme |3.11| , nous permet de nous ramener a demontrer que la restriction 
de ap k chaque X^ est inversible. 

Pour chaque D e T{H), soit A/"^ le fibre conormal de Xp) dans X. 
Alors, la composante de supportee par X^, est de la forme 

ap{D)= n A_,((Ar^)W)GKo(X^)[[M(D)]]Q 

teM{D) 

oh (A/"^)*-*-* est le sous- fibre de J\f^ ou D opere par multiplication par t. 
Ainsi, le rang de ap{D) est 

Y[ (i-tysi^n)^'' e Q[[M{D)]] 

t£M{D) 

Or, comme D fixe exactement X^, (A/'^)^') = o, et ainsi le rang de ap{D) 
est inversible. Done ap{D) aussi. 

(3) On pent clairement supposer que k est algebriquement clos. 

Soit / : F — > M un morphisme, avec M un espace algebrique, tel 
que localement sur Met, F soit un quotient par un schema en groupes 
lisse et affine sur k. 

En localisant sur Mg^, on pent supposer que F = [X/H], oii X est un 
schema lisse, et H un schema en groupes lisse et affine operant sur X. 
Alors Dp est equivalent au champ quotient 

D^^]J[X^VAr(D,)] 

OU A est I'ensemble des classes de conjugaisons de sous-groupes de type 
multiplicatif de H, Da un representant de a & A, Af{Da) le normalisateur 
de Da dans H, et X^" le sous-schema des points fixes de Da- Alors, 
comme X^" X est une immersion reguliere ( ||Th3| , 6.2] ), ceci montre 



que Dp — i> F est localement d'intersection complete. 
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En localisant sur UagA"^^" — ^ qui est lisse et surjectif, on 
demontre que ap est inversible comme dans le (2). 

(4) Tout comme dans le point (3) on pent supposer que F = [X/H], 
avec H un S'-groupe lisse et affine sur S, operant sur un S'-espace algebrique 
regulier X. En localisant sur X — > F, on se ramene a demontrer le 
lemme suivant. 

Lemme 3.12 Soit H un S-schema en groupes abeliens lisse et affine sur 
S , operant sur un S-schema regulier X . Soit H' le X -schema en groupes 

H' = {{x, h) eX xs H/h.x = x} 

Alors Th' est regulier. 

Preuve: Comme ceci est local sur X^t, on pent supposer que H est 
deploye sur X ( i.e. que son sous-groupe de type multiplicatif maximal 
est diagonalisable sur X ). 

Soit T{H) I'ensemble des sous-groupes de type multiplicatif de Hx- 
Alors, comme H est abelien, T^^ = Y[d€T{h) Ainsi 

DeT{H) 

on X^ est le sous-schema de X des points fixes par D. Or on salt que 
X^ est regulier ( |TE^, 6.2] ). □ 

Le lemme ci-dessus montre que Dp — > F est localement d'intersection 
complete. 

La demonstration du fait que ap est inversible se fait de la meme 
fagon que dans (2). 
□ 

Remarque: Tons les exemples de la proposition sont des champs qui 
sont localement des quotients. II serait tres interessant de savoir si de 
fagon plus generale un champ algebrique lisse sur un corps est bien ram- 
ifie. Comme la plupart des champs algebriques connus sont des quotients 
par des groupes affines, la recherche d'un contre exemple eventuel est as- 
sez delicate. 

Pour la fin de ce paragraphe, on revient au cas ou S = Speck. 

Definition 3.13 Soit F un champ algebrique lisse et bien ramifie. La 
classe de Todd de F est definie par 

Td^{F) := Ch{ap').Td{TD,) G H'{F,*) 
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ou G Ko(-^) ^st le fibre virtuel tangent de F . 

La transformation de Riemann-Roch a coefficients dans les caracteres 
est alors definie par 

X ^ Ch^{x).Td^{F) 



Remarque: Dans p.7| , nous n'avons defini CK^ que pour les elements 
de K^(F). Cependant, lorsque F est lisse et bien ramifie, on pent refaire 
le theoreme |2.23| en G-theorie. On definit CK^ de fagon analogue a ^ 



en gardant a I'esprit que K'^(-F) — G^(F), car Dp est lisse ( |2]^ ). Ainsi, 
la definition precedente possede un sens. 



3.2 Formules de Riemann-Roch 

Nous possedons maintenant tons les outils pour demontrer une for- 
mule de Grothendieck-Riemann-Roch a valeur dans la cohomologie a 
coefficients dans les caracteres. Cependant, nous n'avons pas reussi a 
demontrer le theoreme pour le cas general des morphismes propres et 
represent ables de champs localement quotients affines sur un corps, alors 
que ce degre de generalite semble pourtant accessible. En majeure par- 
tie, c'est le manque de resultats concernant les ( quasi ) enveloppes 
de Chow des morphismes propres de champs algebriques, ainsi que la 
resolution des faisceaux coherents par des fibres vectoriels, qui limite le 
cadre d'application du theoreme. D'autre part le cas des morphismes 
propres non-representables ne pent pas etre traite avec les definitions 
que nous avons pour le moment. Nous montrerons cependant en fin 
de chapitre, qu'il est possible de generaliser les resultats obtenus pour 
les champs de Deligne-Mumford aux champs qui possedent des quotients 
geometriques uniformes ( tout au moins en caracteristique nuUe ). Je n'ai 
pas reussi a demontrer le theoreme dans le cas plus general des champs 
A-affines bien ramifies, alors qu'il me semble que la formule de Riemann- 
Roch reste vraie. 

Un autre fagon d'eliminer les hypotheses superflues serait de trouver 
un moyen de ramener le theoreme de Riemann-Roch a un probleme "local 
en bas" . C'est a dire que pour demonter la formule pour un morphisme 
/ : F — >■ F', il suffirait de la demontrer apres un changement de base 
par un morphisme lisse est surjectif X — > F' . Mais pour I'instant, 
les preuves existantes de la formule de Riemann-Roch ne permettent 
pas ce genre de reduction. Peut-etre qu'une utilisation systematique 
des methodes homotopiques de [ [SH|| , permettrait d'avancer dans cette 
direction. 
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3.2.1 Formule de Lefschetz-Riemann-Roch 



Le point crucial pour la formule de Lefsclietz-Riemann-Rocli est le cas 
particulier de la formule d'intersection suivante. 

Proposition 3.14 Soit j : F — > F' une immersion reguliere de champs 
algebriques bien ramifies. Notons 

Alors le diagramme suivant commute dans HoSp 

G(F)^^G(F') 



rl* 
"pi 



GiDp,) 



Preuve: Une application de la deformation vers le cone normal ( 
4.1] ), nous permet de ne considerer que le cas on F' = P{V Q) i) est le 
complete projectif d'un fibre vectoriel V sur F, et j est la section nuUe 
e: F ^ P{V © i). Notons P = P{V © i), et 

p: P — > F 

Dp: Dp — > Dp 
De: Dp — > Dp 

les morphismes induits. Remarquons qu'il suffit de demontrer que 

De,(«e) = c?p(e*(l)) gKoPp) 

En effet, si la formule ci-dessus est vraie, on a les egalites suivantes dans 
HoSp 

De^{ae.d*p) = De^:{ae.De* Dp*d*p) 
= De,{ae).Dp*d*p 
= De^{ae).d*pp* 
= d*pie,il)).d*pp* 
= d*p{e.{l).p*) 
= d*p{e.il.e*p*)) 
= d*p{e^) 

Soit i : Dp — y Dp Xp P le morphisme canonique. C'est I'immersion 
canonique des points fixes du fibre projectif Dp Xp P, pour Taction 
lineaire du groupe de type multiplicatif universel Vp ( |2.21| ). Ainsi, 

V®1 



localement sur {Dp)ii, si W 



Df 



px 



U 

oh P^ est le fibre projectif associe au fibre vectoriel W^^\ 
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Lemme 3.15 On a Ue = \-i{De*N'i), ou Af^ est le fibre conormal de 
Vimmersion reguliere i : Dp "—>■ Dp Xp P. 

Preuve: Considerons le diagramme commutatif suivant 



Df 



Dp 



Dp XpP 

Q 

Df 



dp 

Notons f : Dp ^ Dp X p P la. section induite par e. Alors 
done 

De*{J\f^^) = De*Di*Ar^ + De*J\f^ = DpU^ + De*J\f^ 

et 



done 
Ainsi 

□ 



D/*AC = Drq*^l = AC 



De*iAfl - DfMl) = DTM: + De*A/;^ - Ml = De*K' 



On a done 

De^ae) = De,{De*\-i{M^)) = A_,(Ar/).Z}e,(i) 

Or eomme la seetion De* envoi Dp dans P^ = P{W^^^), De^{ae) est 
supporte par P^. 

Notons le fibre conormal de P^ dans P. II faut done montrer que 

De,{l).\^^{N^^) = d*p{e,{i)) 

dans Ko(P'). 
Soit 

— > Ep — >p*V ®l — > Cp(i) — > 

— > Epi — > Dp\W^^^ — > Op.{i) — > 

les suites exactes canoniques sur P et P^, oii Dpi : P^ — > Dp est la 
projection. Alors, on salt que ( |[F-L| , 4.3] ) 

e*(l) = A_i(Ep) 

De,{l) = X-iiEpi) 
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Notons W ~ H^(^) © W^^'^\ ou W^'^^ est le sous-fibre ou Dp opere triv- 
ialement. Remarquons que par definition, W^^^ ~ V^^^ © 1. Ainsi, 
Af^ = DplW^\ et done, 

= X-i{Dpl{V'-^^) + 1 - Op.{i) + DplW'-^^^) 
= X-iiDpl{V + l)-Op.{i)) 

Par ailleurs 

dUe.{l)) =^*(/*(l)) 
= ^t(/*(l)) 
oil ii : ^ P est induit par i. Done 

rf|,(e,(l)) =tlX-i{a*{Ep)) 

= X^i{DplV+l-Op.{i)) 

Ce qui prouve que 

Z}e.(l).A_i(Ar/) = rf^(e.(i)) 
et done la proposition. □ 



Theoreme 3.16 ( Lefschetz-Riemann-Roch ) Soit f : F — > F' un 
morphisme localement d 'intersection complete et fortement projectif de 
champs algebriques Men ramifies ( ). Alors le diagramme suivant 
commute 









f* 








P') — 


.Gj' 



Preuve: En factorisant / en une immersion fermee reguliere, suivie 
de la projection d'un fibre projectif associe a un fibre vectoriel, et a I'aide 
du lemme suivant, on pent ne traiter que ces deux cas. 

Lemme 3.17 Soit F un champ bien ramifie, et P — > F un fibre projec- 
tif associe a un fibre vectoriel V sur P. Alors P est encore bien ramifie. 

Preuve: On a deja vu que le morphisme naturel 

Dy > DpXpV 

faisait de Dy un sous-fibre vectoriel de P^ y sur Dp. De plus. 
Dp Dp Xp P est une immersion reguliere. Ainsi, la projection 
Dp — > P se factorise par Dp ^ Dp Xp P — > P, qui comme 
P — > F est lisse, est encore un morphisme localement d'intersection 
complete. 
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Pour montrer que ap est inversible, on va montrer que 



est inversible. Par le lemme |3.11| , ceci est local sur {DF)ii-, ce qui nous 



permet de faire les calculs au-dessus d'un morphisme lisse et surjectif 
(s, D) : X — > Dp, qui correspond a un sous-groupe diagonalisable 

D ^ Autxis) 

Le fibre vectoriel Vx etant muni d'une action de D, le fibre projec- 
tif Px aussi. Alors Dp Xpi^ X est represente par P^, le sous-espace 
de Px des points fixes de D. Or la restriction de Dp*{ap^).ap dans 
Ko(Pi')[[M(D)]]Q,est egalea 



n 

ieM(D) 



Oil M{D) est le groupe des caracteres de D, et Af^ le fibre conormal de 
Pv dans Px- C'est done un element inversible. □ 



Gas d'une immersion fermee: 



Soit j : F "—>■ F' une immersion fermee, reguliere. Alors le diagramme 
suivant est cartesien 

F^^F' 
Dp Dp, 

Notons Xp = A_i(A/7^) ( resp. A^' = X-iWp) U^^ est le fibre 

conormal de dp : Dp — > F ( resp. dpi : Dpi — > Dp ). Alors, la formule 
d'auto-intersection ( |3.14| ) implique, que pour tout x G G*(F) 

DU\^,{DfMl, -ATD-dUx)) = dUUx)) 

En composant avec le morphisme p ( |2.23| ), qui commute avec les images 
directes et reciproques pour j, et les produits sur Dp, on obtient 

j;(p(A_i(Dj*AC;, -^l)).p{dp{m=pidpi{Mx)) 

Or, p{d*p{x)) = Xf{x), et p{d*p,{j^{x)) = xf'{x), par definition. D'autre 
part 

p(A_i(Dj*AO;, - ^l)).ap = p{\.,{DrNl, - Ul)).p{\p) 

= p{{\.,{Dj*Ml, - ATv )).A_,(Arv )) 

= p{\-,{Drui,)) 
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Ce qui montre que 

p{\^,{D3*Ul,-Ul))=3*aF.a-/ 

et done 

i^{faF>.aF~^.XF{.x)) = XF'{j*{x)) 
ce qui, par la formule de projection est equivalent a 

j*io:F^ -XFix)) = ap}.j^{x) 

Remarquons que la demonstration precedente montre que Ton a une 
egalite dans HoSp 

Cas d'un fibre projectif: 

Soit V — > F un fibre vectoriel de rang r + 1, et p : P = PiV) — > F 
le fibre projectif associe. Remarquons tout d'abord qu'il suffit de montrer 
la formule pour les elements = Op{i) G Go(-P). En effet, d'apres pl^ , 
tout element y G G*(P) s'ecrit de fagon unique 



y = ^P*{ai)-x' 



i=0 

Qi G G*(F). Supposons que la formule soit demontree pour les elements 
x\ alors 

= T.tP*i(^p^-^')-XFiai) 

= Y.t^F^-XFiP*ix')).XFiai) 

= aF^-^iXF{p*{x').ai) 

= ^F^-J2i XF{p*{y)) 

Commengons par montrer que I'on pent supposer que V est une somme 
directe de fibres inversibles. 

Lemme 3.18 Soit p : P — > F un fibre projectif , avec F un champ lisse 
et bien ramifie. Alors le morphisme 

P* : GUF) G^{P) 

est injectif. 

Preuve: Comme Dp — > Dp est un morphisme propre et lisse, il 
existe des images reciproques 

p* : G'^(F) — > G'^(P) 

et des images directes 

p* : K^iP) — > K^iF) 
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On peut alors appliquer la formule de projection ^]2]pour x G G^(F) 

Or, est inversible dans K^{F). En effet, ceci est local sur {Dp)ii, 

et localement sur {Dp)ii, p : P — > F est la projection d'une reunion 
disjointe de fibres projectifs (non vides). □ 

Soit alors / : G — > F un morphisme projectif et lisse, tel que g*{G) 
admette une filtration par de sous-fibres de quotients successifs de rang 



1. On salt qu'un tel morphisme existe, et de plus, d'apres le lemme |3.18| , 
le morphisme 

r :GJ(F)-^GJ(G) 

est injectif. 

Notons g : Gp := G Xp P — > P et q : Gp — > P les morphismes 
induits, et xq = Comme G — > F est hsse, on a 

q*{ap^.p*aF) = a^],.q*aG 

Avec ces notations, si la formule est demontree pour g et a;^, on a 

/*(p*(Ap^P*Af .Xp(xO)) = q.{g*{\p.p*\p.xp{x')) 

= q*iXGp-q*XG-g*iXpix'))) 

= q*{XGp-q*XG-XG{g*{xy)) 
= q*{>^Gp-q*>^G-XG{xG)) 

= XGiq*ix}.)) 
= XG{q*{g*{x'))) 

= XGinp*ix'))) 
= rixpApM))) 

Or comme /* est injectif, on en deduit la formule pour p et x"^. 

On est done ramene au cas ou V est sous forme triangulaire. II existe 
alors un morphisme lisse 

r:W — ^ F 

qui est une composition de torseurs sous des fibres vectoriel, tel que r*{y) 



soit une somme directe de fibres inversibles. En utilisant 2.2, et un calcul 



analogue a celui fait ci-dessus, on peut supposer que V est diagonalisable. 

Soit y ^ Vi © £ une decomposition de V , avec C de rang 1. On 
note j : Pi := P(Vi) ^ P I'immersion canonique. Comme tout element 
X G Go(-P) s'ecrit comme 

X = j*iy) +P*iz) 

le cas d'une immersion fermee permet de nous ramener au cas oil x = p*{z) 
et par la formule de projection au cas ou x = 1. 
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On va utiliser I'argument de deformation de ||B-F-M| , App. 3], pour 
montrer que 

p^{ap^.p*{aF)) = 1 

Comme V est diagonalisable, la construction de I'espace de deformation 
de ||B-F-M|, App. 3], se globalise sur Fu, et donne un sous-champ algebrique 



ferme 

J : X ^ P XpP XsA' 
tel que la projection induite 

n -.X — > FxsA^ 

soit un morphisme plat, et que 

Ji : X, := 7r"'(F x {i}) ^PxpP 

soit I'immersion diagonale, et 

Jo : X, := n-'{F x {o}) = U„+,=,P" P' 

ou P^ designe un sous-fibre projectif de P de rang n. 
Pour un champ bien ramifie, notons 

Xf = a^\XF : G,{F) ^ G^{F) 

Pour tout sous-champ ferme 3^ de P x^? P x^ de complementaire U, 
on notera Xy le morphisme induit sur la fibre des suites exactes suivantes 

G(3^) K(P x^ P X A^) K(f/) 

K^(3^) ^ K^(P XpPx A^) ^ K^(f/) 

Remarquons que le theoreme dans le cas d'une immersion fermee reguliere 
de champs bien ramifies permet de conclure que les deux definitions ci- 
dessus de Xy coincident si 3^ Px pPxsA^ est une immersion reguliere, 
et y est bien ramifie ( exactement comme le coroUaire |]^, 3.7, [ii)] se 
deduit du theoreme 3.1] ). En particulier pour 

X,^ P ^ P xp P xs 

Definissons alors, pour y un sous-champ ferme de P Xp x ^A^ 

ou q : y — > F est la projection induite. 

Si on montre que xi'^t) est independant de t G A^, alors 

p^{ap\p*aF) = xW = Xi'^o) 
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De la meme fagon que dans fB-.b-MI , App. 3], on conclut alors par 
recurrence sur le rang de V que 

p^,{ap^.p*aF) = 1 

II nous reste done a montrer que xi'^t) est independant de t G A^. 
Soit L := Xx{i) e Gq{X). Comme dans le diagramme cartesien 
suivant 



F xc A^ 



le morphisme tt est plat, les fibre conormaux de it et de Jt sont triviaux. 
Ainsi, on a 

(Qt)* o Jt{L) = o7r,(L) 
Or il = ill pout tout t et t' G A^, ceci montre que (gt)* o J^*(L) est 



independant de t. Or JtiL) = Xx^{l), et done xi'^t] 
independant de t. □ 



ilt)* o est 



Remarque: La formule precedente reste de toute evidence valable pour 
un morphisme propre representable de champs bien ramifies. Cependant, 
faute de resultats concernant les enveloppes ( ou quasi-enveloppes ) de 
Chow d'un morphisme propre, nous ne savons pas la demontrer dans 
cette generalite. 

Cela pose aussi la question de savoir quand un morphisme propre 
representable est fortement projectif. On sait que cela est vrai lorsque les 
champs satisfont deux hypotheses supplementaires. A savoir I'existence 
d'un fibre ample, et le fait que tout faisceau coherent est quotient d'un 
fibre vectoriel. Ainsi, on a le corollaire suivant. 

Corollaire 3.19 Sozt HoChAlg"{S) la sous- caU gone de HoChAlg'{S) 
des champs algebriques bien ramifies et verifiant les hypotheses suivantes : 

• // existe un fibre inversible ample sur F. C'est a dire C, tel que 
pour tout faisceau coherent T sur F , il existe un entier n, tel que 



H\F,J^®C 



pour I > n. 



• Tout faisceau coherent est quotient d'un fibre vectoriel. 

Alors, pour tout morphisme propre, representable et localement d 'intersection 
complete de HoChAlg"{S) f : F — > F' , le carre suivant commute 



G*(F') 
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Corollaire 3.20 Soit S = Speck, et F et F' deux champs algehriques, 
qui sont equivalents a des champs quotients de schemas quasi-projectifs 
par des schemas en groupes reductifs. Alors, pour tout morphisme propre, 
representable et localement d 'intersection complete f : F — > F' , le carre 
suivant commute 



G.(F) 



Preuve: On sait que ces deux champs verifient les hypotheses du 
corollaire precedent ( | [l'h2[ | ). □ 



3.2.2 Formule de Grothendieck-Riemann-Roch 

Pour tout ce paragraphe, S = Speck est le spectre d'un corps, et H 
designe une theorie cohomologique avec images directes. 

Proposition 3.21 Soit f : F — > F' un morphisme fortement projectif 
de champs algehriques lisses. Alors, le diagramme suivant commute 



G.(F) 

Td{Tp).Ch 



G.(FO 

Td{Tp,).Ch 



H'{F,*)—^H'iF',*) 

I* 



oil Tp G Ko(-^) Tp' G Kg(-F') sont les fibres tangents virtuels de F et 
F'. 



Preuve: C'est mot pour mot la meme que celle pour des schemas 
( 10, 4.1] ). Le cas d'une immersion fermee provient de la deformation 
vers le cone normal et des proprietes des classes caracteristiques, et celui 
d'un fibre projectif, de la formule du projectif ^]2| en G-cohomologie. □ 



Proposition 3.22 Soit f : F — > F' un morphisme fortement projectif 
de champ algehriques lisses et hien ramifies. Alors le diagramme suivant 
commute 

H* {Df,K® Af) ^^'^^""^'^ H* {Df' ,K(E)Af') 



Td{Tnp).Ch»Id 

H*{DF,n^AF) 



Df,®Indf 



Td{TDp,).Ch®Id 
■Ii*{DF',n0AF') 
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Preuve: En effet, si F et F' sont lisses et bien ramifies, Dp et Dpi 
sont lisses. De plus, le morphisme induit Df : Dp — > Dpi est encore 
fortement projectif. En effet, soit 

F P F' 

une factorisation de /, avec j une immersion fermee et p la projection 
d'un fibre projectif. Alors, Df se factorise par 

Df: Dp^Dp^Dp 

Or on salt que Dj est une immersion fermee, et de plus Dp se factorise 
par 

Dp : Dp Dpi xpi P Dpi 

on i est une immersion fermee. 

On pent alors refaire la preuve de la proposition precedente avec K^A 
a la place de et H <S) A k la. place de H. □ 

Pour le corollaire suivant, on a note H^'-^{F', *) la composante de 
H^{F',*) supportee par Dpij. 

Corollaire 3.23 ( Grothendieck-Riemann-Roch ) Soit f : F — > F' un 
morphisme fortement projectif de champs algebriques lisses et bien ram- 
ifies. Alors le diagramme suivant commute 



G.(F)^-ifx(F,*) 



Preuve: II suffit de composer la formule p.l6| et le corollaire precedent. 

□ 



3.2.3 Cas des champs de Deligne-Mumford : Cohomologie a coefRcients 
dans les representations 

Dans le cas des champs de Deligne-Mumford, le tlieoreme de devissage 



2.151 est plus precis, et permet d'etendre les formules de Riemann-Roch 
au cas des morphismes non representables. 

Nous revenons un moment au cas oii S est un schema regulier uni- 
versellement japonais. 

Pour simplifier les enonces et les notations, on supposera que 5" con- 
tient les racines de 1 'unite. On fixera alors un plongement 
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qui nous permettra d'identifier par la suite le faisceau A avec un sous- 
faisceau constant K ^ Q"''. Comme K est un corps, on a 



ah 



Kr(i^) ^ K,(4) K,(4) ® Q 

Nous faisons remarquer au lecteur que cette hypothese supplementaire 
n'est pas tres restrictive. En effet, si F est un champ de Deligne- 
Mumford, il existe un changement de base galoisien de tel que le 
faisceau /im so it constant sur Set, avec m un multiple de tons les ordres 
de ramifications de F. On pent alors redescendre sur S par le procede 
de descente galoisienne (1). 

Rappelons que Ton a construit un morphisme 

F : K(4) — ^ K"'^^'(F) 

Nous noterons egalement, pour ^ G /ioo(5') 

: Vect(4) — > Vect(4) 

le foncteur qui a un fibre vectoriel V sur associe le sous-fibre vectoriel 
V'^'^^ sur lequel la section canonique S ( |2.3.1| ) opere par multiplication 
par C. 

Definition 3.24 Soit F un champ de Deligne-Mumford. 

1. Si F est regulier, sa classe de ramification est definie par 

a7 := F(A.J G K^'^{F) 

ou Hp : Ip — > F est la projection, et F : K^^Ip) — > ^I'^^iF) est 
defini dans \2.13{ . 

2. Soit S = Speck, et Ti est une des deux theories cohomologiques 



avec images directes citee dans 3.1.1. On definit la cohomologie et 



I'homologie a coefficients dans les representations par 

HP^^iF, q) := 7rrf,_pH((4);„ W ® K) 
H;'P{F, q) := 7rrf,_pH((4),i, H'^ ® K) 
si 7i est la theorie de Gersten. 

HP^^{F,q) :=7r,,„pH((4),„H^) 
H;^P{F,q):=7r^^,li{{lFh,K) 



si k est de caracteristique nulle, et Ti est la cohomologie de De 
Rham 
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On notera aussi 



p,<i 

3. Si F est lisse sur S = Speck, sa classe de Todd est definie par 
Td'-'P{F) ■= Ch{a'^^)-\Td{T,^^) e Hrep*{F,*) 

4- Le caractere de Chern est defini par 

Ch^'P : K,(F) Kr^(F) H;^j,{F, *) 

5. Si F est lisse sur S = Speck et que son espace de modules est quasi- 
projectif, alors la transformation de Riemann-Roch est definie par 

X ^ Ch''^P{x).Td''''P{F) 

Remarquons que le meme argument que |3.1U| montre que, si F est 
un champ de Deligne-Mumford regulier, alors Ip est aussi regulier, et de 
plus a^p^ est inversible. Ainsi, la definition (2) possede un sens. 

Pour tout champ algebrique de Deligne-Mumford, il existe une section 
canonique F ^ Ip correspondant a I'identite. Cette section induit done 
des isomorphismes naturels 

Hl-P{F, *) ~ H,{F, *) © H:'p^\F, *) 
compatibles avec les produits et les classes caracteristiques. 

Nous ne redemontrerons pas les proprietes des theories H'^p(F, *), et 
Hl'^P[F, *). EUes sont en tout point analogues a celles de la cohomologie 
a coefficients dans les caracteres. 



Remarque: Supposons que k = C, et que Ton prenne la cohomologie 
de De Rham. Si F est un champ de Deligne-Mumford lisse, on pent lui 
associer un champ analytique F"" ( ^]6| ). Le theoreme de comparaison 
de Grothendieck ( ||Gr| , Thm. 1'] ) donne alors un isomorphisme de 
C-algebres 

i7,yF,o)^i/-((/p)rc) 

oil (/f)*"^ est le site topologique sur {Ip)"-"', et C le faisceau constant de 
fibre C. Soit tt : Ip ^ F \a projection, et p : F — M la projection sur 
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I'espace de modules. On pose R = p^, o 7r*(C); c'est un faisceau en 
C-algebres sur M^"'^, dont la fibre au point a; G M est isomorphe a C{Hx), 
la C-algebre des fonctions centrales sur le groupe d'isotropie de x. 
Ainsi 

Get isomorphisme explique le nom de " cohomologie a coefficients dans 
les representations", en gardant a I'esprit que les elements de C{Hx) 
s'identifient a des representations virtuelles de a coefficients com- 
plexes. 



Le theoreme suivant est la version etendue de |3.16| 

Theoreme 3.25 ( Lefschetz-Riemann-Roch ) Supposons que S est regulier. 
Soit QVJVi ( resp. VAi ) la sous-categorie de HoChAlg[S) des champs 
de Deligne-Mumford sur S, et dont I'espace de modules est quasi-projectif 
sur S ( resp. des champs de Deligne-Mumford sur S ). Alors, pour 
chaque F objet de DM., il existe un unique morphisme 

: G^F) ^ G:'P{F) 

tel que : 

1. Si F est lisse sur S, et dans QDM., alors 

2. Pour tout morphisme propre de dimension cohomologique finie de 
VM, f : F — > F', on a 

f^o^p = tpp, o 

dans I'un des cas suivants 

• le morphisme f est representable 

• le champ F est lisse sur S 

3. Si f : F — > F' est un morphisme representable et Stale de champs 
de VM., alors 

'ippo f* = f* o i>F' 

4- Pour tout champ F de VAi, tout x G G*(F) et tout y G K*(F), on 
a 

ijjp{x.y) = ipF{,x).(t)F{y) 
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5. Pour tout morphisme propre de dimension cohomologique finie, 
f : F — > F' de champs de Vjvi, le diagramme suivant commute 

Go(F)^^Go(F') 



■>Pf' 



/* 

Par la suite, nous dirons "schema", pour " S*- schema" . Les termes 

"projectifs" , "fortement projectif, "hsse" ... feront reference aux no- 
tions relatives sur S. 



Preuve: Notons que la meme preuve que |3.16| , montre que la trans- 
formation naturelle 

commute avec les images directes de morphismes fortement projectifs en- 
tre champs lisses de QVMl. 

Definition de i/jp- 

Soit F un champ de PA^ . Nous dirons qu'un champ simplicial g : F, - 
augmente et propre ( ) sur F, est une enveloppe si : 

• Pour tout [m] G F^ est une gerbe triviale sur un schema quasi- 
projectif et bornee par un faisceau constant de groupes finis (done 
des reunions disjointes de Xn x BHn- 

• Les morphismes de faces et degenerescences Fm — ^ Fn sont propres 
representables et de la forme f x p : X„ x BHn — ^ Xm x BHm, 
pour / : Xn — > et p : Hn — ^ i^m- 

• Le morphisme induit ( |2.7| ) 

g* : G=k(-F,)q — > G*(-F)q 
est un isomorphisme. 

Lemme 3.26 1. II existe toujours une enveloppe pour F. 

2. Deux enveloppes quelconques de F sont dominees par une troisieme. 

3. Pour tout 1-morphisme de champs de T>M., f : F — > F' , il existe 
un diagramme commutatif de champs simpliciaux augmentes 

F.^F' 
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avec a eth des enveloppes. 

Preuve: La preuve est la meme que ||G3| , 3.1, 3.2, 3.3], mais en rem- 
plagant le mot "enveloppe" par " quasi-enveloppe de Chow". □ 

Considerons alors F un champ de T>Ai, et q : F, — > F une enveloppe. 

Lemme 3.27 // existe un morphisme ipp, dans la categoric homotopiquc 
dcs spectres simpliciaux, entre 

[n] ^ G(F„) 

et 

[n]^G^''{F^), 

telle que pour tout [n], le morphisme induit G(-F„) — > G'^^^fFn) soit le 
morphisme (pm- 

Preuve: Pour chaque [n] G A, on a une equivalence de spectres 
G-f (FO G{MIFn)K 

ou MIFn est I'espace de modules du champ Ip^. Ainsi, le spectre sim- 
plicial [n] G^^^{Fn) est equivalent a [n] ^ G("m/F„)x. 

D'un autre cote, pour tout [n] G A, on dispose du morphisme naturel 

G(F„)-^G(X„)®ir(/7„), 

oil K{Hn) est I'algebre des fonctions centrales sur H^, nulles sur les 
elements d'ordre non-inversible sur S, a valeurs dans K. II est defini 
exactement de la meme fagon que le morphisme 0. Si / x p : X„ x 
BHn — ^ Xm X BHjn est un morphisme de transition, alors on dispose 
de 

X Indp : G(X„) ® K{Hn) G(X„) ® K{Hm). 

Ici, est I'image directe pour la version strictement fonctorielle de G, 
et Indp : K{Hn) — >■ K{Hm) est egal par definition a [Hn ■ H^] fois le 
morphisme d'induction des caracteres (remarquer qu'ici Hn — > Hm est 
injectif). 

Ce morphisme est de plus fonctoriel pour les images directes pour 
Fn — > Fm, et done definit un morphisme de spectres simpliciaux, entre 
[n] ^ G(F„) et [n] ^ G(X„) ® K{Hn). 

Enfin, il est clair que G(X„) (g) K{Hn) ^ G{MIFn)K, et done [n] ^ 
G{MIFn)K est equivalent a [n] ^ G(X„) ®K{Hn). 

En conclusion, on a un diagramme de spectres simpliciaux 

G(F.) G{MIF.)k ^ G'-^^F.), 

ce qui definit bien le morphisme cherche dans la categoric homotopique. 

□ 
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Le lemme precedent implique que I'on peut definir un morphisme de 
spectres ( ) 



On definit alors ipp par le diagramme commutatif suivant dans HoSp 



G*(F./F)q 



G.(F) 



Q 



Iq* 



Cette definition possede un sens, car d'apres |2]^, on sait que est un 
isomorphisme. 

Les proprietes des enveloppes rappelees dans p.26| et une autre appli- 
cation du lemme precedent montre que iIjf est independant du choix de 
I'enveloppe. 



Remarquons enfin, que si go '■ Fq — > F est une quasi-enveloppe de 
Chow, avec go un morphisme propre et representable, et Fq une gerbe 
triviale, on peut construire une enveloppe g : F, — > F, avec 
q = qo '■ Fq — y F. Alors, comme le champ simplicial constant Fq est 
une enveloppe pour Fq, on a 

iiqo)*i>Fo = ipF{qo)* 

Preuve de (1): 



Commengons par une petite digression sur les orbifolds lisses de QVA4 : 
ce sont les champs F de QPA^, lisses sur S, tel que hf '■ If — ^ F soit 
birationnel. 

Lemme 3.28 Soit F un orbifold lisse et connexe de QVAi. Alors il 
existe un schema lisse et quasi-projectif X , une action du S-schema en 
groupes Gln/S sur X, et une equivalence de champs 

F ~ [X/GIJS] 

Preuve: La preuve qui suit m'a ete communiquee par A. Kresch. 

Soit g : — > F le Gln/S'-torseur correspondant au fibre vectoriel 
des /c-jets sur F ( relatif a. S ). Commengons par montrer que est 
representable des que k est assez grand. 

Comme ceci est local sur I'espace de modules de F, on peut supposer 
que F = [X/H], est le quotient d'un schema quasi-projectif lisse et con- 
nexe par un groupe fini. Dire que F est un orbifold est alors equivalent 
a dire qu'aucun element de H ne fixe le point generique de X, ou encore 
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que pour tout h E H,\e sous-schema des points fixes de h dans X est un 
ferme strict, "—>■ X. 

Soit X : Speck{x) — > X un point geometrique, et considerons — > Gl{T^x> 
Taction du sous-groupe d'isotropie de x sur I'espace des fc-jets en x. 
Comme pour h G H^, T^h ^ — (^xx)'*; cette action est fidele pour k 
assez grand. Ainsi, pour tout point geometrique x de X, le morphisme 
naturel 

GliTl^) ~ G\n/k{x) 

est injectif pour k assez grand. 

Soit Tx le Gln/5'-torseur des fc-jets sur X ( relativement k S ). Alors 
le champ est equivalent au champ quotient [T^/if]. Or, comme 
pour tout point geometrique x de X, le morphisme naturel de dans 
G\n/k{x) est injectif, H opere sans points fixes sur T^. Ainsi, le champ 
T ^ [T| / H] est representable par le S'-schema quotient / H. 

De plus, si M est I'espace de modules de F, le morphisme induit 
T'^ — > M est affine. Comme M est quasi-projectif sur il en est de 
meme de T^. 

On vient done de demontrer que F ~ [T'^/Gl„/5'], avec un S'- 
schema quasi-projectif et lisse. □ 



A I'aide du lemme precedent, et de |[Th2|| , on sait que tout faisceau 



coherent sur un orbifold est quotient d'un fibre vectoriel, et que F admet 
un faisceau inversible ample. En particulier, tout morphisme propre et 
representable / : F' — >■ F est fortement projectif. 

Revenons general d'un champ lisse de QVM.. On sait qu'il 

existe un morphisme 

p:F — ^ F' 

oil F' est un orbifold lisse de QVM.^ et p fait de F une gerbe de groupe 



fini sur F' ( |S2| ). On choisit a I'aide de |1.21| une quasi-enveloppe de 



Chow, representable 



avec Fq une gerbe triviale sur un schema quasi-projectif. Posons 

q : Fq = Fq X pi F — > F le morphisme induit. Alors Fq est une gerbe 

sur Fq, done est encore une gerbe. 

Comme r est fortement projectif ( par |3.28| ), q Test aussi. En effectu- 



ant un changement de base fini de I'espace de modules de Fq, ce qui ne 
change pas le caractere fortement projectif de g, on pent meme supposer 
que c'est une gerbe triviale. 

Montrons alors que : G*(Fo)q — > G*(F)q est surjectif. 
En effet, comme q est fortement projectif, on pent utiliser le theoreme 
de Lefschetz-Riemann-Roch pour les morphismes fortement projectifs. 
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qui nous donne un diagr amine commutatif 



G 



rep 



(Fo) 

q* 



K 



■Gr:^{F) 



Comme les fleches horizontales sont des isomorphismes, il sufiit de mon- 
trer que : G^^^(Fo) — > G^^^{F) est surjectif, ce qui est une consequence 
direct e du lemme suivant. 

Lemme 3.29 Soit f : F' — > F un morphisme fini representable et 
surjectif de champs, avec F lisse. Alors, le morphisme 

f*--G^{F')^G^{F) 

est surjectif. 



Preuve: A I'aide de la dualite de Poincare on pent utiliser la 
formule de projection pour /. Ceci implique que 

/.(r(x)) = x./.(i) 

pour X G G^(-F). II suffit done de montrer que est inversible dans 
Go(-F), ce qui, d'apres le lemme PTTT| , est local sur Fet- On pent done sup- 
poser que F et F' sont des schemas quasi-projectifs. Mais /*(1) possede 
un rang egal au degre de /, qui est non-nul, car / est dominant. Ainsi 
G Go(-F)q a un rang inversible, done est inversible ( ||F-L|| ). □ 

Soit X G G*(F)q. On vient de voir que Ton pent ecrire x = q*{y), 
avec y G G*(Fo)q. On applique alors une nouvelle fois la formule pour 
le cas des morphismes fortement projectifs, k q et y 

{ap^)-^(f)F{q*{y)) = Iq*(j)Fo{y) 
Ainsi, comme Iq*{(pFo{y)) = i^pi^), on a 



[a 



rep\ — l 



Preuve de (2): 



Soit / : F 
finie. 



F' un morphisme propre de dimension cohomologique 



Cas oil / est representable : D'apres |3.2(j| , on pent trouver un dia- 
gramme commutatif de champs simpliciaux augmentes ( 12.7] ) 



F.^F' 



F' 
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avec a et b des enveloppes. En prenant les images par les foncteurs G 
et G^^P^ ce diagramme induit deux diagrammes commutatifs dans HoSp 

m) 



G(F.) — G(F:) 



G(F) 



Gin 



/* 



Le morphisme definit alors un morphisme entre ces deux diagrammes 

(/.). 



G(F.; 



Q 



g(f:; 



Q 



G(F) 



Q 



cj>p 



CI* 


<I>F, 









G(F' 





{/.). 



Qvep^pr 




Ce qui, par definition, implique que 

f^o^p = tpp, o 

Cas oil F est lisse : Soit q' : Fq — ^ F' une quasi-enveloppe de Chow, 
avec Fq une gerbe triviale, et q' un morphisme representable fini ( |1.21| ). 
Notons q : F^XpiF — >• F la quasi-enveloppe induite, r : Fq — > F^Xpi F 
une seconde quasi-enveloppe de Chow par une gerbe triviale, et r un mor- 
phisme representable fini. Considerons le diagramme commutatif suivant 



Fo 
p 



F' 



Nous avons deja vu precedemment que le morphisme induit 

:G.(Fo)q^G,(F)q 

est surjectif. 

Soit X e G*(F)q, et y G G*(Fo)q tel que = x. Alors 

%l)p{x) =%l)p{p^{x)) 



111 



par definition de ipp- Ainsi, si I'on savait que 



on aurait 



= Qi9*'4^Foiy) 
= (i'AFi,{9*{y)) 
= i^F'iqMy)) 
= i^F'{f*P*{y)) 
= i^F'{f*{x)) 

II nous reste done a demontrer le lemme suivant 

Lemme 3.30 Soit f : F — > F' un morphisme propre de dimension 
cohomologique finie de gerbes triviales de Deligne-Mumford, alors le dia- 
gramme suivant commute 



G,(F') 



G,(F) 

cj>F 

Preuve : Factorisons / par son "espace de modules relatif 



/: F 



F"- 



Le morphisme k est, par definition, le morphisme universel vers les champs 
qui sont representable sur F' . 

Remarquons qu'un tel champ existe. Comme I'existence de ce champ 
est locale sur F^^, il suffit de montrer qu'il existe lorsque F' est un schema. 
Mais dans ce cas, F" est tout simplement I'espace de modules de F. 

On pent done supposer que f = k. Dans ce cas les champs F et F' 
sont des gerbes sur M, I'espace de modules de F, et le morphisme induit 
par / est I'identite sur M. De plus, le morphisme / fait de F une gerbe 
etale sur F', bornee par un groupe fini K. Ce qui implique en particulier 
que / est etale ( eventuellement non representable ). 

Formons alors le carre cartesien suivant 




Supposons que I'on ait demontre le lemme pour le morphisme u, alors, 
par la formule de transfert ( |2.18| ) , et la fonctorialite de pour les images 
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reciproques, on pent ecrire 

f*f*(l>F = 9*9* (t>F 

= 9*4>F"9* 
= (I)f9*9* 

= <pFrf* 

= r4>F'h 

Or, on sait que /*/* = x^, ou A; est I'ordre de K. Ainsi, en multipliant 
par /c./,., on trouve 

f^(j)F = (pF'f* 

II nous reste a demontrer la formule pour u. Or, par construction, u 
possede une section s : F — > F". Ainsi, F" est une gerbe triviale sur 
F. On pent done supposer que F" = F Xs BK, on BK = [S/K], et u 
la projection 

b:FxsBK — >F 
On utilise alors la "formule de Kunneth" pour F". 

Lemme 3.31 Sozt a : F Xg BK — > BK, etb : F Xg BK — > F les 
deux projections. Alors, le morphisme 

a*.b* : K,{BK) ®k„(5) G*(F) G*(F x BK) 

est bijectif. 

Preuve: Soit SpecA ^ SpecTi I'image du morphisme canonique S — > SpecTj. 
Comme K est d'ordre premier aux caracteristiques de 5, le SpecA- 
schema en groupes qu'il definit est reductif. Notons alors R{K) un 
systeme de representants des classes d'isomorphie des objets simples de 
la categoric Coh.{\SpecA/ K]). Ce sont aussi les objets simples de la 
categoric des A [i^] -modules. Le tlieoreme de devissage de Quillen [Q, 
5.1], implique alors qu'il existe un isomorphisme canonique 

R{K) 

De meme, il existe un isomorphisme 

G,(Fxs5ir)^ 0G,(F) 

R{K) 

et le lemme s'en suit. □ 

Soit X G G*(F XsBK)q. On ecrit x = a*{y).b*{z), avec y G Ko{BK) 
et z & G*(F). Notons p : BK — > S, et q : F — S les deux projections. 
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Supposons que Ic Icmmc soit demontre pour F = BK, F' = S, et pour 
les elements de Go(F), alors 

Mb*{^)) =Mb*{a*{y).b*{z))) 
= (l)F{Ka*{y).z) 
= (t)F{q*P*{y)-z) 

= q*4>speck{p*{y))4F{z) 

= q*P*{<pBKiy))-<pFiz) 

= Ka*{(f)BK{y))-(pF{z) 

= K(i)FxBKia*{y)).(j)F{z) 
= K{(t)FxBK{a*{y)).h*(t)F{z) 

= K{(t)FxBK{a*{y)).(t)FxBK{h*{z))) 

= h{<j)FxBK{a*{y).b*{z))) 

= K{4>FxBk{x)) 

On s'est done ramene au cas ou F = BK, et / est le morphisme 
structural 

f:BK — >S 

En identifiant Coh(F) avec la categorie des representations de H dans 
Coh(5'), le morphisme 

: Go(-F)q > Go(<S')q 

associe a un O^-module coherent muni d'une action de H, son sous- 
module des invariants. 

De plus, Go'^^(F) est isomorphe a I'anneau des fonctions centrales de 
H dans Go{S)k- Et par cet isomorphisme, le morphisme 

cf>F : Go(F) Go{S)k 

associe a une representation V de H dans Coh(S') "son caractere" 

oil V'^'^'^^ est le sous- module de V sur lequel h opere par multiplication 
par C- 

Enfin, le morphisme 

/, : G'-^^'(F) Go{S)k 

est alors donne par 

h£K 

pour toute fonction centrale 
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La formule a demontrer se traduit done par 

heK 

en tant qu'elements de Go{S)k- Ce qui est une formule bien connue. 
Preuve de (3) : 



Soit / : F — > F' un morphisme representable etale, q' : F', — > F' une 
enveloppe, q : F, :— F^Xp'F — > F I'enveloppe induite, et /, : F, — > F^ 

le morphisme induit. 

Soit X e G*(F')q, et a; = qi{y), avec y e G*(F^/F')q. Alors, par la 
formule de transfert, on a 

nx)^qj:(y) 

Ainsi, 

Mr^) =q*iMf:iy))) 
-nq'AF,{y)) 

Preuve de (4) : 



Soit X e G*(F) et y e K*(F). Ecrivons 

X = q^{z) 

avec q : F, — > F une enveloppe, et z E G^{F,)q. Alors, comme 
q*{^-Q*{y)) = x.y, on a 

^F{x.y) = q*{<l>F.{z.q*{y))) 

= q*{Mz)-Mq*{y))) 

= q*{(l>F,{^)-q*(l>F{y)) 

= q*{'pF.{z))4F{y) 

= 1pF{x).(pF{y) 

Preuve de (5) : C'est la meme que le second cas du point (2), car 
on a le resultat suivant. 

Lemme 3.32 Soit q : Fq — > F une quasi- enveloppe de Chow, avec q 
representable et fini. Alors le morphisme 

g* : Go(-Fo)q — Go(-F)q 

est surjectif. 
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Preuve : On procede par recurrence noetherienne dans F. 

Soit i : U F nn ouvert non-vide de F lisse, et F' > F son 
complement aire reduit. On dispose alors d'un morphisme de suites ex- 
actes longues 



Go(/-Hi^'))Q Go(X)q ^ Go(/-(f/))Q 



■0 



Go{F'] 



Q 



Go(F) 



Q 



Go(f/) 



Q 







Le "lemme des cinq" implique done qu'il nous suffit de considerer le cas 
de U. On suppose done que F est lisse. Mais alors on a deja vu que /* 
est surjectif. □ 



□ 



Pour la suite on suppose que 5* = Speck, avec k un corps contenant 
les racines de I'unite. 

Theoreme 3.33 ( Grothendieck-Riemann-Roch ) Pour chaque F objet 
de QDA4, il existe un unique morphisme 

tf:Gu{F)^H.{F,*) 

tel que : 

1. Si F est lisse dans QDM., alors 



Tf: G,(F) 

X 



H.{F,*) 

Td{TF).Ch{x) 



De meme, si X est un schema quasi-projectif, tx coincide avec le 
morphisme defini dans 4.1/. 

2. Pour tout morphisme propre de QVAi, f : F — > F' , on a 

f*OTF = Tpi o 

3. Si f : F — > F' est un morphisme representable et etale de champs 
de QVM, alors 

-Tf o r{.x) = f* o Tp'ix) 

pour tout X G Gq(F'). 

4- Pour tout champ F de QVM, tout x G Gg(F) et tout y G K^(F), 
on a 

Tpix.y) = TF{x).Ch{y) 
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5. La transformation naturelle Tp '■ Gg(-F) — > H,{F, *) se prolonge de 
fagon unique a une transformation naturelle de foncteurs covariants 
sur {DM,pr.), la sous-categorie des champs de Deligne-Mumford et 
morphismes propres. 



Preuve: La preuve suit le meme principe que celle de |3.25 
Definition de Tp' 

Soit F un champ de QVM.^ et p : F — > M la projection sur son 
espace de modules. On definit Tp par le carre commutatif suivant 

G,(F)^^H.iF,*) 



G(M)q— ff.(M,*) 

oil Tp est le morpliisme defini dans 4.1]. Cette definition possede un 
sens car, d'apres le morphisme est bijectif. 

Preuve de fl) : 



Commengons par le cas oil F est un orbifold. D'apres [3. 2 8| , on salt que 



tout morphisme propre et representable F' — > F est en realite fortement 
projectif. 

Soit / : X — > F un morphisme propre et surjectif avec X un schema 
quasi-projectif et lisse ( jJ^ ). Alors, comme F est lisse, la formule de 
projection implique que le morphisme 

/, :G,(X)q^G,(F) 

est surjectif. Notons q : X — > M le morphisme induit. 

Si a; G G^{F), on pent ecrire x = f^{y), avec y G G*(X)q. Alors, par 
definition de Tp, et par la formule de Grothendieck-Riemann-Roch pour 
les schemas ( [0, 4.1] ) 

Tp{x) = {p*y^TM{q*{y)) 

= {p*)~^q*{Tx{y)) 

= ip,)-%{Td{X).Ch{y)) 
= f,{Td{X).Ch{y)) 

Or, une application de la formule de Grothendieck-Riemann-Roch au 
morphisme /, qui est fortement projectif, donne 
f,{Td{X).Ch{y)) = Td{Tp).Ch{x). 

Dans le cas d'un champ lisse F de QVM., on pent trouver un mor- 
phisme 

g : F ^ Fo 
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qui fait de F une gerbe sur Fq, et avec Fq un orbifold lisse. Remarquons 
alors que le morphisme naturel 

Tq-.Tp ^ q*TFo 

est un isomorphisme. 

Le lecteur verifiera que I'on peut utiliser le point (2) sans tomber dans 
un cercle vicieux. 

Notons alors, p : F — > M, et po : Fq — > M les projections sur 
I'espace de modules. On a evidemment po o q = p. Ainsi, par (2) et le 
cas precedent 

rp{x) = p^^{rMip*{x))) 

= q*^iPo):^\rMiiPo)*q*{x))) 
= cH^Fo(g*(a;))) 

= q:\Td{Tp,).Ch{q,{x))) 



Lemme 3.34 Soit q : F — > F^ un morphisme de champs de Deligne- 
Mumford, lisses et connexes, qui fasse de F une gerbe bornee par un 
groupe fini H sur Fq. Alors 

q*q,:H%F,*)—^H'{F,*) 

est la multiplication par j^^, ou m est Vordre de H . 

Preuve: Considerons le diagramme cartesien 

a q 

F,^F 

Comme q est etale, la formule de transfert |2.1^ implique que 

q*q*{x) = h^a*{x) 

pour tout X G H'{F, *)q. Or 6 est une gerbe triviale de groupe H. Ainsi, 
Fi ~ F X [Speck /H]. La formule de transfert nous ramene alors au cas 
oil g : F = [Speck/ H] — > Fq = Speck est la projection naturelle. Soit 
e : Fq — > F le if-torseur universel, qui est une section de q. Alors, 
y = ^.e*{x) est un antecedent de x par q^. Ainsi 

q*q^{x) = — .(e o q)*{x) = —.x 
m m 

□ 
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Comme on sait que est un isomorphisme, le lemme ci-dessus montre 
que 



m 
1 



Done 



Q* = —■(?*) 
m 

rpix) ^q:\Td{TF,).Ch{q,{x))) 
^m.q*{Td{TF,).Ch{q,{x))) 
^m.Td(q*(TFo)).q*Ch{q4x)) 
^ m.Td{TF).Ch{q*q^{x)) 
^m.Td{TF).Ch{^.x) 
^Td(TF).Ch(x) 

Pour finir, le cas d'un schema X est evident, car M = X et la projec- 
tion naturelle est p — Id : X — > X. 

Preuve de (2) : 

Soit / : F — > F' un morphisme propre de champs de QVM. . Notons 
p : F — ^ M et p' : F' — > M' les projections sur les espaces de modules, 
ainsi que Mf : M — M' le morphisme induit. Alors, pour x G G^(F), 
on a 

TF'iUx)) = ip'J-'TM'ip'Mx)) 

= {p'J-^M'iMfMx)) 
= {p:VMUtm{p.{x)) 

= f*{P*) ^TMip*ix)) 

= f*rF{x) 

Preuve de (3) : 

Soit u : F — > F' representable et etale. 

Lemme 3.35 Soit f : X — > F un morphisme propre, tel que pour tout 
sous-champ irreductible F' ^ F, il existe une composante irreductible 
X' de X au-dessus de F' , telle que f : X' — > F' soit generiquement fini. 
Alors le morphisme 

/. :Go(X)q^G„(F) 

est surjectif. 

Preuve : On procede par recurrence noetherienne dans F. 
Soit i : U F un ouvert non-vidc de F lisse, et F' ^ F son 
complementaire reduit. On dispose alors d'un morphisme de suite exactes 
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longues 



Go(/-HF'))q' 
Go(F') — 



Go(X)q 

/* 

-Go(F)- 



Go(rHf/))Q 
— Go(f/) — 



■0 



Le "lemme des cinq" imp li que done qu'il nous suffit de considerer le cas 
de U. On suppose done que F est lisse. Mais alors / : X — ^ F etant 
propre et surjectif, on a deja vu que /* est surjectif. □ 



Soit X e Go(F'), et f : X' - 
lemme, avec y G Go(X')q et fl{y) 



y F' un morphisme comme dans le 
X. Notons f : X = X' X p, F — > F, 



et V : X — >■ X' les morphismes induits. Alors, a I'aide de (2) et du cas 
des schemas [0, on a 



U*Tf'{x) 



f*v*Tx'{y) 

f*rxiv*iy)) 

rF{f.v*{y)) 

rF{u*fM) 
tf{u*{x)) 



Preuve de (4) : 



Soit X E Gg(F) et y G K^(F). Choisissons un morphisme propre et 
surjectif 

f:X^F 

avec X un schema quasi-projectif, tel que x = f^{z), avec z G Go{X)q. 
Un tel morphisme existe d'apres |[Vi2| , 2.6], et le lemme p.35[ On a alors 
x.y = f*{x.f*{y)), et done, en utilisant le point (2) et le cas des schemas 

Tpix.y) = TF{f,{z.f*{y))) 
= Urxiz.ny)) 
= f.Tx{z).rCh{y) 
= UTx{z)).Ch{y) 
= MUz)).Ch{y) 
= TF{x).Ch{y) 

Preuve de (5) : 



Soit F un champ de Deligne-Mumford, ei p : F — > M la projec- 
tion sur son espace de modules. Alors, on definit tf par le diagramme 
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commutatif suivant 



G,{F)^^H.iF,*) 



p* 



Go(M)q— -if.(M,*) 

ou tm est defini dans ||G2| , 7] . II est clair que cette definition repond aux 
conditions demandees. □ 



Les theoremes |3.25| et ^.33| peuvent se composer. On obtient de cette 



fagon le theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch sous sa forme finale. 

Theoreme 3.36 ( Grothendieck-Riemann-Roch ) Pour chaque F objet 
de QT>Ai, il existe un unique morphisme 

t'/^:G,{F)^H:'p{F,*) 

tel que : 

1. Si F est lisse dans QVJH, alors 

X ^ Td''^P{F).Ch''^P{x) 

De meme, si X est un schema quasi-projectif, r^^ coincide avec le 
morphisme defini dans j^, 4.1/. 

2. Pour tout morphisme propre de QDM., f : F — > F' , on a 

f o rep _ rep r 

dans I'un des deux cas suivants 

• le morphisme f est representable 

• le champ F est lisse 

3. Si f : F — > F' est un morphisme representable et Stale de champs 
de QVM, alors 



T: 



rep 



F 



onx) = roT].f[x) 



pour tout X G Go{F'). 

4- Pour tout champ F de QDM., tout x G Go{F) et tout y G K*(F), 
on a 

T'/^{x.y) = T'^^'{x).Ch^^P{y) 

5. La transformation naturelle T~^p^ : Go{F) — > HI^p{F,*) se pro- 
longe de fagon unique a une transformation naturelle de foncteurs 
covariants sur {DA4, pr.) , la sous-categorie des champs de Deligne- 
Mumford et morphismes propres. 
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Preuve : On definit r^p^ par la composition 
Les cinq assertions du theoreme sont alors obtenues en composant les 



cinq assertions des theoremes |3.25| et |3.33|. □ 



En utilisant le theoreme |2.27|, ai nsi que les lemmes sur I'existence 
des quasi-enveloppes de Chow ( |1.21| (2) ), on pent montrer le theoreme 
suivant, dont nous ferons I'economie de la demonstration ( qui est tout 
a fait analogue au cas des champs de Deligne-Mumford ). 

Nous supposerons que S contient les racines de I'unites, et que nous 
avons fixe un plongement fioo{S) ^ C*. On posera alors ii" := Q(/ioo(5')). 

Dans le theoreme suivant, nous avons bien entendu pose les definitions 
suivantes : 

HP^piF, q) := 7r,,_pH((/y)i„ W ® K) 
H;'p{F, q) ■= 7rrf,_pH((/y),„ U'^^K). 

Theoreme 3.37 Supposons que S soit de caracteristique nulle. Notons 
QQA la sous-categorie de HoChAlg{S) , des champs lisses sur S, A- 
equidimensionnels et pseudo-separes et QQQA celle de QQA 



formees des champs dont I'espace de modules est quasi- projectif. 
Pour chaque F objet de QQA notons 

X ^ Td''^P{F).Ch''^P{x) 
Alors, on a les proprietes suivantes. 

1. Pour tout morphisme propre de QQA, f : F — > F' , on a 

f o ^rep _ rep r 
J* ^ I F ~ ' F' J*- 

2. Si f : F — > F' est un morphisme representable et Stale de champs 
de QQA, alors 

r7'onx) = ror^;,^ix) 
pour tout X G Go{F'). 

3. Pour tout champ F de QQA, tout x G Go(-F) et tout y G K*(F), 
on a 

T'/^{x.y) = T';''{x).Ch^^^{y) 
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3.2.4 Exemples d'applications 

On notera k un corps qui contient les racines de I'unite. 



Nous allons donner toute une serie de corollaires du theoreme |3.36 . 
Nous nous interesserons tout particulierement aux formules de type Gauss- 
Bonnet . 

Pour un champ algebrique F, nous noterons 
A^iF) := HP{F,ICp(g)Q) 

Ap{F) := HP{F,nf ®Q) 

A^^^^iF) ■.= H^{P^Xv®K) 

A';P{F) := HP{Pp,nP ^ K) 

ou 71^ est le complexe de Gersten de codimension p. Notons, qu'aux 
graduations pres, ces groupes sont des morceaux de la cohomologie et de 
I'homologie a coefficients dans les representations de F. 

Corollaire 3.38 Si F est un champ de Deligne-Mumford, alors les mor- 
phismes 



rF:Go(F)^0Ap(F) 

p 



sont des isomorphismes. 

En particulier, si F est lisse dans QT>Ai, alors 



C/.:Go(F)-^0A^(F) 
p 



sont des isomorphismes. 

Preuve: La seconde partie se deduit de la premiere en remarquant 
que les classes de Todd Td{Tp) et Td'^^^{F) sont des elements inversibles. 

Comme T^p^ = tf o ipp, et que ipp est un isomorphisme, il suffit de 
demontrer que Tp est un isomorphisme. Soit p : F — > M la projection 
sur I'espace de modules. Le theoreme de Riemann-Roch montre alors 
que Ton a un carre commutatif 

Go(F)Q^^yl,(F) 
p. P* 
Go(M)q^A,(M) 
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Or, on sait que tm est un isomorphisme, et done Tp aussi. □ 

Remarque: En utilisant les complexes de Chow-Bloch definis dans |B|, 
on pent demontrer des resultats analogues pour la G-theorie superieure. 

Si F est un champ propre sur un Speck, nous noterons 

prep 

/ := : h:'P{F, *) — . Hl'^^iSpeck, *) 
Jf 

on p est le morphisme structural. 
De meme, nous noterons 

[ ■=p.: H,{F, *) ^ H,{Speck, *) 

Jf 



Corollaire 3.39 ( Hirzebruch-Riemann-Roch ) SoitF un champ algebrique 
de Deligne-Mumford modere et propre sur k. Alors, pour tout faisceau 
coherent T sur F , on a 

prep 

X{F, T) := Y.{-^.yD^muE\F, T) = / r;^^(^) 
. Jf 

En particulier si F est lisse et dans QVM., on a 

prep 

X{F,J^)= Td''PiF).Ch'^P{J^) 
Jf 

Preuve : II suffit d'appliquer |3.36| a la projection p : F — > Speck, 
et remarquer que si un champ de Deligne-Mumford est modere sur Speck, 
alors p est de dimension cohomologique finie. □ 



Dans le cas des orbifolds de dimension 1, cette formule pent s'expliciter. 
On retrouve alors la formule de Riemann-Roch pour les courbes orbifolds 



complexes demontree dans fTal] . Pour simplifier, on supposera que k est 
algebriquement clos. 

Soit F est un orbifold lisse propre de dimension 1, et modere sur k, 
et M son espace de modules. Alors, M est une courbe lisse et projective 
sur k. Notons Xi, . . . ,Xm les points fermes de M au-dessus desquels F 
n'est pas un schema, et Ai := O^^^ I'henselise de I'anneau local de M 
en Xi. Alors, la restriction de F au-dessus de SpecAi, est equivalent a un 
quotient de la forme [Xj/ifj], avec Xj le spectre d'une fc-algebre locale 
henselienne et reguliere de dimension 1, et ifj un groupe fini operant sur 
Xi, et ne fixant que le point ferme yi & Xi. Ainsi, Xi — > SpecAi definit 
un revetement fini, moderement ramifie en Xi, car F est modere sur k. 
II correspond done a un quotient de noyau ouvert 

^{{SpecAi, x.i) — ^ Hi 



124 



Or, on sait que 

niiSpecAi, Xi) - Z[-] 
P 

Ainsi, on a forcement Hi ~ Z/r^, ou est I'ordre de ramification de F 
en Xi ( |1.19| ). Fixons nous des sections Si : Speck{xi) — > Xi, ainsi que 



des generateurs hi E Hi. 

Si TTj est une uniformisante en i/i, Faction de Hi =< hi >, est donnee 
par 

hi : Bi — > Bi 

on (i est une racine primitive rj-eme de I'unite dans k. 

Soit Tp^Xi '■= s*ilTF la restriction du fibre tangent sur Speck{xi). 
Alors, Tp-r- est un espace vectoriel de dimension 1, sur lequel hi opere 
par multiplication par Q. Maintenant, si C est un fibre inversible sur F, 
sa restriction sur Speck (xi), donne une representations de Hi sur un 
/c-espace vectoriel de dimension 1, := s*il.C Notons fcj I'entier com- 

pris entre et rj — 1, tel que hi opere par multiplication par ^f' sur 
r 



Definition 3.40 ( / f7^/ ) L'entier ki est appele la multiplicite de C en 

Xi . 



Corollaire 3.41 ( Riemann-Roch )( / [7^/ ) Soit F un orbifold lisse, pro- 
pre, et modere sur k algebriquement clos, de dimension 1. Soit M son 
espace de modules, et Xi E M les points de ramifications de F, d'ordre 

Ti- 

Soit C un fibre inversible sur F, et ki la multiplicite de C en Xi. Alors 
on a 

X{F,C)= I C,{C) + i-g-Y,- 
Jf . ri 

Preuve: On utilisera la theorie de Gersten comme theorie cohomologique. 
Le champ Ip s'ecrit comme une reunion disjointe 

m 

If^fWbH, 

i=l 

et done 

m 

Hl^{F,0)c:.H%F,0)^K{H,) 

1=1 

hUfa)^h\f,i) 



125 



Ainsi, I'anneau gradue H*^p{F, *) est isomorphe a 

m 

H\F,0)(BH\F,l)^K{Hi) 

i=l 

A travers cet isomorphisme, le caractere de Chern de C est donne par la 
formule suivante 

m 

Ch^^^{C)=Ch{C)^x{C..) 

1=1 

ou xi'^Xi) £ K{Hi) est le caractere de la representation de Hi sur C^r 
Ainsi, avec les notations precedentes, on a 

X(/:.J: Hi K 
Quand a la classe de Todd de F, elle s'ecrit 

m 

Td'^'PiF) = TdiTp) ^Tdi 
1=1 

oil 

Tdi -.Hi — > K 

1 



hf 



Ainsi, la classe t^^{C) est 

m 

MC)^x{c..)-Td, 

1=1 

et done, la formule p.39| implique que 



Jf ^^1- Q 

Or, Tp{C) = -l-^.Ci(Tp). La formule de Gauss-Bonnet |3.44| ( ou 



une application de p.39| au fibre trivial ) donne 

Tj — 1 



2.ri 



On conclut alors a I'aide de la formule 

V ' _ Tj-l 
a=0 ^ ^ 

OU encore 

y = 

L-^ \ — C°- 

a=0 

□ 
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Corollaire 3.42 Soit F un champ de Deligne-Mumford propre et modere 
sur Speck, et M son espace de modules. Alors, le genre arithmetique de 
M est donne par la formule suivante 

prep 

x\M):=x{M,Om)= / r;%i) 

J F 

En particulier, si F est lisse et dans QDAi, on a 

prep 

X\M) = / Td''P{F) 
Jf 

Preuve : Commengons par remarquer que, comme F est modere, le 
foncteur ( ou g est la projection canonique q : F — > M ) est exact. 

En procedant par recurrence sur la dimension du support des fais- 
ceaux coherents Rp* (jF), on pent se restreindre a un sous-champ ouvert 
non-vide de F. Comme on pent aussi supposer que F est reduit ( car 
Fred ^ F est acyclique pour les faisceau coherents ), on se ramene au 
cas oil F est une gerbe sur M. 

Comme I'assertion est locale sur Mg^, on pent supposer que F = [X/ H], 
avec X un schema et H un groupe fini operant trivialement sur X. En 
identifiant alors la categoric Coh{[X/H]), a la categoric des faisceaux 
coherents sur X, munit d'une action de H, le foncteur 

K ■■ Coh{[X/H]) — > Coh{X/H) 

associe a un faisceau coherent jF son sous-faisceau des invariants par H, 
J-'^ . Mais, comme F est modere sur Speck, I'ordre de H est premier 
avec la caracteristique de k, et done le foncteur jF — > J^^ est exact. 

Comme g* est exact, on a 

x{F,OF)=x{M,q,OF) 
mais q^i^Op) = Om, et done 

prep 

x{F,Oj.)=x{M,Om)= / rni) 

Jf 

□ 



Remarque : La formule precedente est une generalisation au cas des 
champs singuliers, ainsi qu'a la caracteristique quelconque, de la formule 
obtenue par ||Ka|] . Son interet principal est qu'elle permet de calculer le 
genre arithmetique d'un schema eventuellement singulier M, en fonction 
de certaines classes de cohomologie sur un objet lisse F. 

Les formules de Gauss-Bonnet qui vont suivre possedent le meme 
interet. 
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Definition 3.43 Soit F un champ de Deligne-Mumford sur un corps 
k, algebriquement clos et de caracteristique nulle. 

Nous definissons sa caracteristique d'Euler topologique par 

p=Dimi^F 

X*°^(F):= {-^YDim,H,{F,p) 
oil Von utilise la cohomologie de De Rham. 

Notons {Mj}j une stratification de son espace de modules par des 
sous-espaces localement fermes, lisses et connexes, tels que la fonc- 
tion qui a un point x G M associe I'ordre de ramification de F en x 
soit constante sur chacun des Mi, egale a rrii. 

La caracteristique d'Euler orbifold de F est definie par 



• La caracteristique d'Euler des physiciens et definie par 

X'''{F) := x'"'{If) 

Pour la suite k est sera un corps algebriquement clos de caracteristique 
nulle, et contenant les racines de I'unites. 

Pour un element x de Kq(F), nous noterons Cmax{x) sa classe de 
Chern maximale. Lorsque F est connexe, et x de rang r, Cmax{x) = Cr{x). 
En general, Cmax{x) est la somme des Cr.(xj), oil i parcourt I'ensemble 
des composantes connexes de F, et rj est le rang de x sur la composante 
i. 

Corollaire 3.44 ( Gauss-Bonnet I ) Soit F un champ algebrique de 
QDM. propre et lisse sur k, et M son espace de modules. Alors 



X°'\F) := / C^ax{TF) 
Jf 



Preuve : On va appliquer le theoreme |3.33| , au cas de la projection 
p : F — > M, et de I'element 

X = canCYi-'^y^F) e Go(F) 

i 

En utilisant le lemme |3.6| , on pent ecrire 



Tp{x) = Td{TF).Ch{can{X_,{TF)-')) = CmaxiTp) 
On en deduit alors 

CmaxiTp) = 
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oh f : F — > Speck. On conclut alors a I'aide de |4.27| ( le lecteur verifiera 
qu'il n'y pas de cercle vicieux ! ). □ 



Corollaire 3.45 ( Gauss-Bonnet II ) Soit F un champ de Deligne- 
Mumford, lisse etpropre surk. Alors, la caracteristique d'Euler topologique 
de F est donnee par 



J If 

Preuve : On applique la formule d'Hirzebrucli-Riemann-Roch 

I'Tep 

xiF,x)= Td'^P{F).Clf^'P{x) 
Jf 

avec X = X_i{flp). 

Alors, par la suite spectrale d'hyper-cohomologie associe au complexe 
de De Rham sur F, on trouve 

x{F,x) =Y.^{-^y^'D^mkHr\F,%) 
= T.^{-^YDimuH\F,n'p) 
= x"^iF) 

II nous reste a evaluer Td'^'^^{F).Clf^'P{x). 
Soit TT : Ip — > F la projection naturelle, et 

— — > 7r*n^ — — . 

la suite exacte courte des 1-formes differentielles. Par le morphisme F 

F : Ko(/^) Ko(/p) 

F{rn',) = F{Q]^) + F{u:) 



defini dans |2.15 
on obtient 
et done 



A_i(F(7r*l]^)) = \-,{F{Sl],)).X-mJ^:)) 
Or, par definition 

A_i(F(AC))=«^ 
De plus, pour toute racine de I'unite C 7^ 1, on a 

et done 
Ainsi, on a 

Ch''^P{x) = Ch{Q]).Ch{aF) 
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et done, par le lemme ^]6| 

Ch''P{x).Td{Ti^) = ChiaF).CmaATi, 
Ce qui implique que 



Td''''P{F).Ch'-^P{x) = Td{Ti^).Ch{aF)-^.Ch'''P{x) 

Cmax(Tjp^ 



If 

□ 



Ces deux derniers coroUaires permettent de donner une relation de 
recurrence sur les differentes caracteristiques d'Euler. 

Pour cela, si F est un champ, nous definirons par recurrence 



rm— 1 



rm — T 

Ip .- Ij. 

avec Ip := F. On dispose alors des relations suivantes. 

Corollaire 3.46 Si F est un champ de Deligne-Mumford, lisse et propre 
sur k, alors on a 

pour tout m > 0. 

Preuve : On applique les coroUaires precedents. □ 

II est a noter que lorsque F = [X/H] est un champ quotient par un 
groupe fini, J™ ~ [X'^^yH], oh 

= {{x, h,...,h^) e X X H"" / hi.hj = hj.hi V ij et hi.x = x V z} 

et Faction de h E H est donnee par la formule 

hi, ... , hm) ■= (h.x, h.hi.h"^, . . . , h.hm-h"^) 

On remarque alors que x°^''{^f) ^^t la caracteristique d'Euler superieure 
Xm{X, H) definie dans |[Br-F'u|| . Ainsi, on pourrait definir une "cohomolo- 



gie a coefficients dans les representations" superieure, pour un champ F 
propre et lisse, par 

H:,^^^{F,*):=H\I^,*) 
ainsi que les caracteristiques d'Euler superieures 

Xrn{F) ■.= Y,Dim,Hl^^^^{F,Q) 

i 

Dans chacun des anneaux H*^p .^{F, *) on dispose d'une classe d'Euler 
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La relation du corollaire precedent se traduit alors par 



Xm{F) = EUm+l{F) 



ou = p^r'\ avec p^"*^ : J™ — > Speck le morphisme structural. 

Dans Pr-Fu|| , les nombres Xm{.X,H) sont etudies a I'aide d'une serie 
generatrice 

f{X,H-t):=Y,Xm{X,H).t^ 

•m 

Suivant cette idee, pour un champ F propre et lisse, on pent definir une 
cohomologie rassemblant toute les cohomologies H*^p j^{F, *), en posant 

H'^iF,*) :=n^r%,™(^,*) 

m 

Alors, la classe J2mFum{F) definit une classe "d'Euler totale" 
Eu^F) ■.= l[EuUF) G H'^{F,*) 

m 

qui verifie 

/•oo 

Eu^iF) = fiX,H;t) e H'^iSpeck,*) ~ k[[t]] 



II serait peut-etre interessant d'etudier les proprietes de la theorie co- 
homo logi que F I— > H^{F, *), en vue d'obtenir des "formules de Riemann- 
Roch superieures" . 

Supposons maintenant que k so it un sous-corps de C. A tout champ 
de Deligne-Mumford F sur k est alors associe le champ analytique 
pan _ Xspeck ( ^]6| ). Notous M"" son espace de modules, 

et M celui de F. Nous noterons et M^"'^ les champs topologiques 
associes aux champs analytiques F"" et M"". 

Lemme 3.47 Le morphisme naturel de champs topologiques 

p ■ ptop , J^top 

induit un isomorphisme de Q-algebres 

p* : H*{M'"P] Q) — > H*{F'°P, Q) 

Preuve: Par Mayer- Vietoris, ceci est local sur M*°^. On pent done 
supposer d'apres |1.17| , que F = [X/H], avec H un groupe fini operant 
sur un espace topologique X. II faut alors montrer que le morphisme 
naturel 

p* : H*{X/H'°P, Q) — > H*{X'°P, Q)^ 
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est un isomorphisme. Mais ceci est un cas particulier du theoreme de 
changement de base propre. □ 

Dans le cas ou F est lisse et propre sur Speck, ce lemme implique que 
le produit d'intersection 

: i7"(M*°P, Q) X H^'iM'^P, Q) — > i7^"(M*''^ Q) ~ Q 

ou n = DiiTLkF, est non-degenere. 

Definition 3.48 Soit F un champ de Deligne-Mumford, propre et lisse 
sur Speck, avec DimkF = 2m. La signature de M ( ou de F ) est la 
signature de la forme quadratique reelle 

® R : H^'^iM'^P, R) X i7"™(M*°P, R) — >R 

Elle est notee a{M) ( ou bien cr[F) ). 

Si F est un champ lisse de QVJ^, une application de la theorie de 
Hodge pour les champs algebriques complexes ( ^]5|) implique immediatement 
que 

a{M) = a{F)=x{F,Xi{Q'p)) 

oil Ai(x) := ^^iX^x) G Ko(F), pour tout element x G K(,(F) de rang 
positif. On pent alors appliquer la formule d'Hirzebruch-Riemann-Roch 
a I'element Ai(n);.), pour en deduire une formule de la signature. Pour 
cela rappelons la definition du L-genre L{F) ( pi| , 8.2.2] ), d'un champ 
lisse F. 

Soit Tp le fibre tangent de F, et ses racines de Chern. On a done 

i=n 

J2C^{TF).t' = l[{l + a,t) 

i i=l 

Alors, le "polynome" 

i=n 

Y\( ) 

tanh{ai) 

est symetrique en les Oj. II s'exprime done comme un polynome G H'{F,*), 

en les classes de Chern Ci(Tp). 

Corollaire 3.49 ( Formule de la signature ) Soit F un champ de Deligne- 
Mumford lisse et propre sur Speck, de dimension paire. Notons 

(3f := can{F{X,{^:))) eK^^^ilp) 

oil Af^ est le fibre conormal du morphisme 

Hp : Ip — > F 

Alors, on a 

a{M) = a{F) = I Ch{ap\pp).L{Ip) 

J If 
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Preuve: C'est le meme calcul que pour la formule de Gauss-Bonnet 
05l □ 



Remarque: Lorsque F = [X/H] est un quotient d'un schema X par 
un groupe fini H d'ordre m, la formule precedente se reecrit 

a{X/H) = ^-Y. f Ch{a^\(3,).L{X') 

on ah et jSh sont les restrictions de ap et (3f sur X^. On reconnait alors la 
formule de la " G-signature" d ' At iyah- Singer. Ceci permet d'interpreter 
ce genre de formule dans le cadre de la " cohomologie a coefficients dans le 
representations". II pourrait-etre par ailleurs interessant d'utiliser cette 
cohomologie pour demontrer un theoreme d'indice a la Atiyah-Singer 
pour des champs differentiels. Comme tout orbifold differentiel est un 
quotient par un groupe de Lie compact, la formule d'indice equivariant 
d'Atiyah-Singer, permet au moins de traiter ce cas ( c'est ce qui est fait 
dans [[Ka|| ). Le passage aux champs differentiels generaux ne devrait pas 
alors poser trop de problemes. 



3.3 Comparaison avec d'autres theories cohomologiques 

Dans ce paragraphe nous allons comparer la cohomologie a coeffi- 
cients dans les caracteres ( ou dans les representations ) avec deux autres 
constructions : la cohomologie periodique de la categoric des faisceaux 
coherents ( Q ), et les "groupes de Chow" associes a la filtration par la 
codimension du support sur la i^-theorie des faisceaux coherents ( qui 
apparaissent deja dans ||G2|| ). 



3.3.1 Groupes de Chow 

On supposera que S = Speck avec k un corps contenant les racines 
de I'unite, et on utilisera la theorie de Gersten comme theorie coho- 
mologique. 

Soit F un champ algebrique de Deligne-Mumford, et Coh^(F) la 
categoric de faisceaux coherents sur F dont le support est de codimension 
superieure ou egale a p. Si on note 

GP{F) := K{CohP{F)) 

le foncteur d'inclusion Coh^+^(F) — > Coh^{F) induit un triangle dans 
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HoSp 




V.e|F|(.) G(x) < GP(F) 



oh \F\^P'' et Tensemble des points de F de codimension superieure ou 
egale a p. On deduit de ces triangles des complexes de groupes abeliens 
TZ^{F), que Ton considere comme concentres en degre [—p, 0] 

7^p(F):o^ G,{x)^ G,_,(J)--- G,(i) ^ G,{x) 

a;€|F|(o) xe\F\M xe\F\(p-^) xe\F\(p) 

Remarquons que le terme de droite s'interprete comme le groupe des 
cycles de F a "coefficients dans les representations des gerbes residuelles" . 

Definition 3.50 Les groupes de Chow d coefficients dans les representations 
sont definis par 

CH^,^{F,q) H~%W{F)) 

Nous noterons 

CH:JF,*) :=^CH^jF,q) 

Indiquons sans demonstrations ( Ic Iccteur pourra les dcduirc des pro- 
prietes generales du foncteur de G-theorie ) les principales proprietes de 
ces groupes. 

• Pour tout morphisme propre de dimension cohomologie finie 

f:F^F' 

entre deux champs de Deligne-Mumford, il existe une image directe 
fonctorielle 

/. : ch:jf, *) CH:^^{F, *) 

Si, de plus F et F' sont irreductibles, alors on a 

f,:CH^,^{F,q)^CH?:-/{F,q) 
oil d = DirrikF' — DirukF. 

• Pour tout morphisme representable et plat 

f-F^F' 

entre deux champs de Deligne-Mumford, il existe une image reciproque 
fonctorielle 
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• Si j : F' F est une immersion fermee de codimension d de champs 
de Deligne-Mumford, et i : F—F' ^ F Timmersion complementaire, 
alors on a une suite exacte longue 

^ q) ^ CH^JF, q) CH^.^iU, q) CHP-/{F', q 

• Soit p : F — > M la projection d'un champ de Dehgne-Mumford sur 
son espace de modules. Alors, les complexes 

P*(7^^')®Q 

sont flasques sur Met- 

Theoreme 3.51 // existe un isomorphisme compatible avec les images 
directes 

ep : CH:,^{F, *)k — H^iF, *) 

Preuve: Comme les techniques utilisees ci-dessous sont en tout point 
similaires a celles utilisees dans le paragraphe precedent, nous ne don- 
nerons qu'une esquisse de preuve. 

Remarquons tout d'abord que par definition, on a un isomorphisme 
naturel 

H,{F,q)c:^HP-%{lF)et,nP®K) 

On cherche done a construire un isomorphisme fonctoriel pour les 
images directes ( qui ne respectera pas la graduation ! ) 

ep : CH:^^{F, *)k — ^ H*{{lF)et, W ® K) 

Commengons par supposer que F est une gerbe sur un espace algebrique 
X. Comme np '■ Ip — ^ F est plat, il existe 

n*^:CH^,^{F,q)^CH^,^{lF,q) 

Considerons alors pour toute racine de I'unite ( G yUoo(fc), le foncteur 
defini dans la preuve de |2.15| 

: Coh{Ip) — > Coh{Ip) 

Comme ce foncteur preserve la filtration par la codimension du support, 
on obtient un morphisme de complexes de prefaisceaux sur {Ip)et 

F^-.TZP — >W®K 

On pose alors 

ep ■= J2 can o F^ o tt*^ : Tl^^F) — > Tl^'^Ip) ® K 
C 
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C'est un morphisme de complexes. De plus, si / : F — > F' est un 
morphisme propre et representable de gerbes, alors on a 

ep' o /* = //* o ep : TV{F) W{If) ® K 
en tant que morphisme de complexes. 

Dans le cas d'un champ de Deligne-Mumford general, choisissons une 
hyper-quasi-enveloppe de Chow 

q:F.-^F 

tel que Fm soit une gerbe triviale. 

En appliquant les foncteurs covariants T^q au champ simplicial F,, on 
obtient un complexe simplicial, dont le complexe simple associe sera note 

7^*(F.)Q 

Ce complexe est muni d'un morphisme de complexe 

:7^*(F./F)Q-^7^*(F)Q 

On montre de fagon analogue a |2]^, que le morphisme est un quasi- 
isomorphisme. 

On applique alors le morphisme e construit ci-dessus a chaque "etage" 
de F,, ce qui induit un morphisme de complexes 

ep. ■■ TV{F./F)k n*{Ip,/Ip)K 
On a ainsi construit un diagramme de complexes 

n*{F,/F)K^n*{ipjip)K 

n*{F)K n*{F)K 

Comme est un quasi-iso morphisme, on pent definir un morphisme 

ep := {Iq.)ep,{q*r' ■ CH;^^{F, *)k CH;^^{Ij., *)k 

On le compose alors avec le morphisme canonique 

can : CH'^^^ih, *)k H*{{lF),t, W ® K) 

pour obtenir le morphisme cherche 

6^ : F, i/^F, *) 

Par construction, ce morphisme est compatible avec les images directes, 
et les changements de base etales de I'espace de modules. Pour montrer 
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que c'est un isomorphisme, on peut done raisonner par reeurrenee sur 
la dimension de F en appliquant les suites exactes longues, et done se 
ramener au cas oil F est une gerbe triviale sur un schema. Comme le 
morphisme ep est clairement un isomorphisme dans ce cas, on en deduit 
le theoreme. □ 



Remarque: L 'isomorphisme p.51| ne preserve pas la graduation. 



3.3.2 Cohomologie Periodique 

Rappelons que pour une categorie exacte £, il existe une construction 
d'un spectre de cohomologie periodique de £^ ( Q ). On se propose dans 
ce paragraphe de comparer la cohomologie periodique des fibres vectoriels 
et des faisceaux coherents sur un champ, et sa cohomologie de De Rham 
a coefficients dans les caracteres et dans les representations. Pour cela 
on supposera que 5* = Speck, avec k un corps de caracteristique nuUe 
contenant les racines de I'unite, et que la theorie cohomologique utilisee 
est la cohomologie de De Rham. 

Soit £ une categorie /c-lineaire et exacte. Dans 0, Keller lui associe 
un complexe double CP{£) de /c-espaces vectoriels. Le spectre associe au 
complexe simple sCP{£) par la construction de Dold-Puppe, sera note 
CV{E). On I'appellera le spectre de cohomologie periodique de £. II 
sera considere comme un objet de HoSp. On dispose alors des proprietes 
suivantes : 



• £ CV{E) est un foncteur de la categorie des categories exactes 
/c-lineaires ( et foncteurs exacts fc-lineaires ), vers la categorie des 
spectres. 

• si i? est une /c-algebre, il existe un isomorphisme naturel 

CP{R) CP{£) 

oil £ est la categorie des i?-modules projectifs de type fini et CP{R) 
est le complexe d'homologie periodique de la fc-algebre R. 

• si y4 est une categorie abelienne et B une sous-categorie de Serre, 
alors les foncteurs naturels 

B — > A — > A/B 

induisent un triangle dans HoSp 

CV{B) 




CV{A/B)^ CV{A) 
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• si F : S — > £' est un fonctcur exact qui induit une equivalence sur 
les categories derivees, alors le morphisme induit 

F : CV{£) CV{8') 

est un isomorphisme 

• il existe un morphisme fonctoriel en £ 

Ch : K{S) — > CV{S) 

• si on note {Li/k)ii le site des espaces algebriques lisses muni de la 
topologie lisse, alors il existe un isomorphisme dans HoSp{{Li/k)ii) 

cv^n 

Bien entendu, la hste n'est pas exhaustive. En particulier la troisieme 
propriete que Ton cite n'est qu'un cas particulier d'une propriete de lo- 
calisation bien plus generale. 

Definition 3.52 Pour tout champ algebrique F , on definit sa cohomolo- 
gie periodique par 

HP,{F) := 7r,C7'(Vect(F)) 

Par construction, F i— > HP^{F) est clairement un foncteur contravari- 
ant. 

Proposition 3.53 Soit F un champ lisse et bien ramifie. 

1. II existe une transformation naturelle de foncteurs contravariants 

ChP'' : K, HP, 

2. Si F est un champ algebrique lisse, il existe un morphisme 

eF:HP,{F)^H;{F,*) 

telle que 

• e est compatible avec les images reciproques de morphismes en- 

tre champs lisses 

• on a 

ep o CW'' = Ch^ o ep 
Preuve: Nous ne donnerons qu'une esquisse de preuve. 

L 'existence du caractere de Chern provient directement des proprietes 
rappelees ci-dessus. 
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De fagon tout a fait analogue a |2.23| , on construit un morphisme 

p : CV{Df) li{{DF)u, CV ® Af) 

que Ton compose avec I'equivalence rappelee ci-dessus 

^{{Df)h, CV ® Af) ^{{Df)u, H ® Af) 

et I'image reciproque d*F : CV{F) — > CV{Df) pour obtenir le morphisme 
cherche 

HP.{F)^Hl{F,*) 

Par la propriete de naturalite de cette construction et du caractere de 
Chern construit dans 0, on a clairement 

eF o ChP^' = Ch"" o eF 

□ 

Dans le cas oii F est un champ de Deligne-Mumford, on pent aller un 
peu plus loin. 

Proposition 3.54 Soitp : F — > M la projection d'un champ de Deligne- 
Mumford lisse, sur son espace de modules. Considerons le prefaisceau en 
spectres sur Met 

pXV: Met Sp 

U ^ CV{Vect{p-'U)) 

Posons alors 

HPiiF) ■.= H-*{Met,pXV) 
Nous noterons encore Ch^'^^ le morphisme compose 

K,(F) ^ HP,{F) HPiiF) 
Alors, il existe un isomorphisme 

e'p:HP:{F)^H;^^{F,*) 

tel que 

• e' est compatible avec les images reciproques de morphismes entre 
champs lisses 

• on a 

eF o ChP^"^ = Ch'^P o eF 

Preuve: L 'existence du caractere de Chern, et du morphisme e'p 
se demontre comme dans la proposition precedente. II ne reste qu'a 
demontrer que e'p est un isomorphisme. 
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Mais, par definition de HPl{F), ceci est local sur Met- On pent done 
supposer que F = [X/H] est un quotient d'un schema affine lisse X par 
un groupe fini. Le fait que e'p est un isomorphisme dans ce cas est alors 
demontre dans |[F-T|, A6.1, A6.9]. □ 



Remarque: Je ne sais pas si le morphisme naturel 

can : HP^F) — > HPl{F) 

est un isomorphisme, mais cela me semblerait moral. On aurait alors un 
isomorphisme pour un champ de Deligne-Mumford lisse 

hp,{f)^h:^^{f,*) 

Get isomorphisme serait alors un analogue algebrique de la description 
de la cohomologie periodique d'un orbifold ( [P-M| , 6.12] ). 



3.4 Conclusion sur les theoremes de Riemann-Roch 



A la lumiere des theoremes 3.23, 3.36 et 3.37, on pent conclure que 



le probleme initial consistant a demontrer des theoremes de Riemann- 
Roch pour les champs algebriques est resolu dans le cas des champs 
de Deligne-Mumford, et partiellement resolu dans le cas general. II me 
semble cependant que la definition de la cohomologie a coefficients dans 
les representations est une bonne notion pour traiter le cas des champs 
A-affines. Je pense que Ton pourra dire que la situation est satisfaisante 
lorsque I'on aura demontre que le theoreme de Grothendieck-Riemann- 
Roch reste vrai ( au moins au niveau du Gq ) pour un morphisme propre 
de champs algebriques A-affines et lisses sur un corps. Pour arriver a 
un tel resultat, il manque essentiellement deux choses. Premierement, il 
faudrait montrer que les champs Aaffines et lisses sur un corps sont bien 
ramifies. Le second point important est celui de I'existence de "lemmes 
de Ghow" pour des morphismes propres de champs algebriques, qui nous 
fait defaut en toute generahte, et nous oblige done a ne traiter que le cas 
des champs qui sont localement des quotients geometriques uniformes 
affines ( pour lesquels on dispose des quasi-enveloppe de Ghow ). Un 
autre point de vu consisterait a montrer que Ton pent "localiser en bas" 
le theoreme de Riemann-Roch, et done se ramener systematiquement a 
ce dernier cas. 
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Seconde Partie : 



2^-modules et theoreme 
"GAGA" 
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4 Chapitre 4 : Theoremes de Grothendieck-Riemann- 
Roch pour les D-modules et formules d'indices 

Comme il est explique dans [0 , une importante application de la for- 
mule de Riemann-Roch est le calcul d'indices de P-modules coherents. 
Dans ce chapitre nous nous inspirons de ces constructions pour comparer 
les spectres de i^-tlieorie des faisceaux coherents aux spectres de 
i^-theorie des P-modules coherents, et nous en deduisons des formules de 
Riemann-Roch pour les P-modules coherents dans le cadre des champs 
algebriques. 



Le point essentiellement technique de ce chapitre est la definition des 
images directes en ii'-theorie. En effet, dans la litterature les images di- 
rectes de P-modules ne sont definies qu'au niveau des categories derivees. 
Or, ceci n'est pas suffisant pour induire un morphisme au niveau des spec- 
tres de i^'-theorie. Pour contourner cette difficulte nous avons choisi de 
travailler avec les methodes de |[l'h|| . Cependant, par souci de legerete 



nous n'avons pas donne toutes les demonstrations en details. Ce choix 
est justifie par le fait que nous nous interessons plus ici aux applications 
du theoreme de Riemann-Roch de la section precedente, qu'a I'etude 
detaillee des X>-modules sur les champs algebriques. 



Dans un premier temps, le theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch 
au niveau du Kq nous permet d'obtenir des formules calculant des car- 
acteristiques d'Euler ponderees, analogues a ce qui est demontre dans 
[Mac|| . En particulier, on complete ainsi la preuve de la formule de 



Gauss-Bonnet p.44| . Par la suite, la formule de Riemann-Roch appliquee 
a certains elements de la ii'-theorie des D-modules holonomes, permet 
d'obtenir des formules calculant des caracteristiques d'Euler ponderees 
par des fonctions constructibles a valeurs dans la ii'-theorie superieure 
du corps de base. 

Notons enfin, que la description de la i^'-theorie des "D-modules holonomes 
reguliers nous fait esperer qu'il serait possible d'etendre la formule de 
Riemann-Roch de S. Bloch et H. Esnault ||B-li|| au cas des "D- modules 
holonomes reguliers. Ce theoreme serait alors a valeurs dans les fonctions 
constructibles a valeurs dans la cohomologie de Chern-Simons definie 
dans IIB-E . 



Pour tout ce chapitre, on notera k un corps de caracteristique nuUe et 
contenant les racines de I'unite. Un champ sera un champ sur {Esp/ Speck)et- 

Nous noterons {Li/k)et ( resp. {Li/k, li)et ) le site des espaces algebriques 
lisses sur k ( resp. des espaces algebriques lisses et morphismes lisses ), 
muni de la topologie etale. 

Nous noterons aussi CDJVl ( resp. QCDJVl ) la categorie homo- 
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topiques des champs de Deligne-Mumford lisses et separes sur k ( resp. 
lisses et separes sur k et dont I'espace de modules est quasi-projectif ). 



Par la suite on se fixera une theorie cohomologique avec images di- 
rectes ( ). Les groupes de cohomologie et d'homologie associes 

seront notes H'{—,*) et H,{—,*). On utilisera aussi la cohomologie a 



coefficients dans les representations definie dans |3.2.3| . EUe sera notee 
comme precedemment H'^p{—,*) et ,*). 

4.1 Les champs de "D-moduIes 

Pour chaque objet X G Ob{Li/k), on dispose du faisceau des operateurs 
differentiels Vx ( ||Bo|| ). La categorie des Px-modules ( resp. des Vx- 



modules Px-coherents, resp. des P^-modules holonomes, resp. des Vx- 
modules holonomes reguliers, resp. des Px-modules C^-coherents, resp. 
des Px-modules C^-coherents reguliers ) sera notee P — Mod(X) ( resp. 
V - Coh(X), resp. Vh - Coh(X), resp. Vhr - Coh(X), resp. V(X), 
resp. Vr(X) ). Par abus de langage on dira "Px-module coherent" pour 
"Pjsf -modules Px-coherent" . On appelera aussi V(X) la categorie des 
connexions sur X. 

Si f : X — > Y est un morphisme dans (Li/k), on dispose d'images 
reciproques ( ||Bo|| ) 

/•:!?- Mod(r) — >V- Mod(X) 

qui preservent les proprietes d'etre holonome ( resp. holonome regulier, 
resp. O-coherent, resp. O-coherent regulier ). Ceci permet de definir la 
categorie cofibree V — Mod, des P-modules ( resp. Vh — Coh, des 
D-modules holonomes, resp. — Coh, des P-modules holonomes 

reguliers, resp. V, des ©-modules O-coherents, resp. des V,-, des V- 
modules 

C-coherents reguliers ). Ce sont des categories cofibrees sur {Li/k)et- 

De meme, lorsque / est lisse, le foncteur preserve la propriete d'etre 
"D-coherent. Ainsi, on pent definir V — Coh, la categorie cofibree des 
P-modules coherents sur {Li/k,li)et- 

Proposition 4.1 Les categories cofibrees Vh — Coh, Vhr — Coh et V 

sont des champs sur {Li/k)et- 

La categorie cofibree V — Coh est un champ sur {Li/k,li)et- 
Se sont de plus des champs en categories exactes sur {Li/k,li)et- 

Preuve: Cette proposition provient directement du fait qu'un V- 
module sur un espace algebrique lisse X, est la donnee d'une connexion 
integrable sur un O-module quasi-coherent. Ce qui est equivalent a la 
donnee d'un faisceau de Ox-modules quasi-coherent JH, et d'un scindage 
de la suite exacte d'Atiyah 

— ®Ox ^ — ' ^(-^) — ^ — ^ 
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II est clair que ces donnees possedent la propriete de descente pour des 
morphismes etales et surjectifs. □ 

Definition 4.2 Soit F un champ de CDM., F^t son site etale, et 

V — yiodp, 'D — Cohp, T^h — Cohp, 'Dhr — Cohp, Vr-,F etVp, Igs champs 

restreints sur F^t- Ce sont des champs en categories exactes sur F^t- 

• On definit 

V - Mod(F) := / V- Modp 

V - Coh(F) := / V- Cohp 
Vh-Co\i{F):= [ Vh-Cohp 

Vhr - Coh(F) := / Vhr - Cohp 

JPet 

V(F) := [ Vf 

JFet 

V.(F) := / \/r,F 

JF.t 

Ce sont respectivement les categories exactes des V-modules sur F , 
des V-modules coherents sur F , des V-modules holonomes sur F , 
des V-modules holonomes reguliers sur F , et des connexions sur F . 

• Les spectres de K-theorie associes seront notes respectivement 

K^(F) := K{V - Coh(F)) 

K'^(F) := K{Vh - Coh(F)) 

K'^'^(F) ■.= K{Vhr-Coh{F)) 

K^(F) :=K(V(F)) 

K^''-(F) := Kiyr{F)) 

Les spectres de K-cohomologie associes ( \1.3[ ) seront notes respec- 
tivement 



K^(F) 






K^(F) : 


:= H(F,„ 




K'^'"(F) 


:= H(F,, 




K^(F) 


:= H(F;, 




K^'''(F) 
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Remarque: Sur Fet on dispose du faisceaux des operateurs differentiels 
Vp- II y a alors une equivalence naturelle entre la categorie des T>- 
modules sur F au sens precedent, et celle des Pi^-modules sur F^t- De 
meme, il existe des definitions evidentes de Vp-Tsiodnles coherents, liolonomes, 
holonomes reguliers ... Ces notions se correspondent evidemment par 
I'equivalence de categories evoquee ci-dessus. 

Avant d'aller plus loin, rappelons quelques proprietes concernant les 
Di?-modules coherents. 

Proposition 4.3 Soit F un champ de CT>M.. 

1. Pour tout T>F-module coherent M., il existe un sous-O p -'module 
coherent T '-^ M., tel que 

M = Vp.J^ 

2. Tout Vp-module coherent admet une bonne filtration ( ). 

Preuve: (1) Comme est (9i?-quasi-coherent, il est limite inductive 
de ses sous-(9i?-modules coherents. Done Ai est limite inductive de ses 
sous-modules de la forme Vp.J^, ou T est un sous-Oi?-module coherent. 
Comme M. est coherent, on en deduit qu'il existe un sous-Oi?-module 
coherent T^, tel que M. = Vp.J^^. 

(2) Soit TVI = Vp.J^, avec un sous-Cir-module coherent. Alors, 
si Vp est le sous-C^-module de Dp, des operateurs differentiels d'ordre 
inferieur a la filtration 

M' ■.= V'p.J^^M 
est une bonne filtration. □ 

II est clair que les correspondances 

F^K''{F) Fh^K^(F) F^K'''''{F) F^K''''{F) 

F^K^{F) F^K^(F) F^K^'''{F) F^K^'^iF) 

definissent des foncteurs contravariants de la categorie CDM. vers HoSp. 
De meme les correspondances 

F ^ K^(F) 

F ^ K^(F) 

definissent des foncteurs contravariants de la sous-categorie de CDM. des 
champs et morphisme hsses, vers HoSp. 
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4.1.1 Images directes de P- modules 



Proposition 4.4 1. La correspondance 

F ^ K^(F) 

definit un foncteur covariant de la sous-categorie {CVA4,pr.) de 
HoChAlg{k), des champs de Deligne-Mumford lisses et morphismes 
propres, vers HoSp. 

2. Les correspondances 

F ^ K^{F) 
F ^ K^'"(F) 

definissent des foncteurs covariants de CDJVi, vers HoSp. 

Preuve: Nous allons utiliser les constructions de Thomason ( |l'h|| ), 
afin de definir un analogue des images directes de P-modules definies dans 
|[Bo| , 5], suffisamment fonctorielles pour passer aux spectres de i^-theorie. 

Soit / : F — > F' un 1-morphisme de champs de Deligne-Mumford 
lisses. Sur le faisceau d'anneaux f*VF', il existe une structure naturelle 
de "D^-module a gauche. Elle est definie en considerant le morphisme 
naturel sur les faisceaux tangents Tp — > f*Tp', qui induit un morphisme 
sur les faisceaux des operateurs differentiels Vp — ^ f*T^p'. En tant que 
{Vp, /~^Pi;'/)-bi-module, f*'Dp/ sera note 

Vp^p' 

Le PiT'-module a droite dual ( |[Bo| , 3.3] ) de Vp^pi sera alors note 

Vf := Vp^pi ®Of 
C'est un {f~^I)p',T>p)-hi-modnle. De fagon explicite on a 

Vf = f'^{Vp, ®Op, ^p) ®f-Op, ^F' 

Introduisons les notations suivantes. 

• Soit B{f) la categorie bi-compliciale de Waldhausen des complexes 
de /"^P^z-modules injectifs, cohomologiquement bornes. 

• Soit A{f) la categorie bi-compliciale de Waldhausen des triplets 
{E,,F,,u), ou E, est un complexe de P^^-modules plats sur Dp, 
et a cohomologie bornee et coherente, F, est un objet de B{f), et 

u : Vf ®T,p E. — ^ F. 

est un quasi-isomorphisme. 
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• Soit C(/) la categoric des complexes de Di^z-modules a cohomologie 
b or nee. 

Notons alors que le foncteur naturel 

{E.,F.,u)^E. 

de A{f) dans la categoric des complexes de P^-modules a cohomolo- 
gie bornee et coherente, induit une equivalence au niveau des categories 
derivees ( appliquer \lTh[ 1.9.7] ), et done un isomorphisme naturel dans 
HoSp ( |T|, 1.9.8] ) 

K{A{f)) ^ K^(F) 

De plus, le foncteurs 

Vf®o.-: A{f) B{f) 
{E„F„u) ^ F, 

/, : B{f) C{f) 
F. ^ MF.) 

sont "exacts" au sens de [[l'h|| . Par composition on obtient un foncteur 
exact 

/+ : A{f) C{f) 

qui est une realisation de I'image directe definie dans ||Bo| , 5], au niveau 
des categories de complexes. Nous noterons 

R/+ : D\Vf) D\Vf,) 

le morphisme induit sur les categories derivees des complexes de 
P-modules cohomologiquement bornes. 
Preuve de (1): 

Lemme 4.5 Si f est un morphisme propre, alors le foncteur "R^fj^ preserve 
la propriete d'etre "a cohomologie coherente" . 



Preuve: La preuve donnee dans |[A-L| , 2.2.1.1] se traduit mot pour 



mot des champs algebriques. EUe sera reecrite au cours de la 

demonstration de [4.10| . Le lecteur verifiera qu'il n'y a pas de cercle vi- 
cieux. □ 

Le lemme precedent permet done de dire que le foncteur R/+ se fac- 
torise par 

R/+ : AU) ^ C'U) 

oil C"(/) est la categoric des complexes de Vpi-vnodvles a cohomologie 
coherente et bornee. II induit done un morphisme dans HoSp 

U : K{Aif)) K^(F') 
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Et en composant avec I'isomorphisme canonique K-^(F) ~ K{A{f)), on 
obtient le morphisme cherche dans HoSp 

U : K^{F) K^(F') 

II reste a montrer que cela definit bien un foncteur, F i— K-^(F). 

Lemme 4.6 1. Soit i : F — > F' un morphisme representable fini et 
non-ramifie, p : F' — > F" un morphisme lisse, et f = p o i. Alors, 
on a une egalite dans HoSp 

U=p^o^^■.K^iF)^K^{F') 

2. Soit i : F' — > F" un morphisme representable fini et non-ramifie, 
p : F — > F' un morphisme lisse, et f = i o p. Alors, on a une 
egalite dans HoSp 

/-, = z+op+:K^(F)— >K^(F') 

Preuve: On ne demontrera que le premier point, le second se traitant 
de la meme fagon. 

On va utiliser une construction differente de i+ et p+. 

Commengons par le cas de i : F — > F', un morphisme representable, 
fini et non-ramifie. 

On salt alors que Vi est un Pi^-module localement libre ( Po| , 7.7] ). 
Ainsi, comme i^ est exact, on pent definir i+ au niveau des complexes de 
Pi^-modules a cohomologie bornee, par la formule 

H: A'{t) C{p) 

E, ^ i^{Vi®VpE,) 

oh A'{i) est la categorie des complexes de P^^-modules a cohomologie 
bornee et coherente. II est alors clair, que le morphisme induit sur les 
spectres de i^-theorie 

i+ : K^(F) ~ K{A'{i)) ^ K{C{p)) ~ K^(F') 

est egal au morphisme defini precedemment. 

Passons au cas d'un morphisme lisse ( non-necessairement representable ) 

p:F'-^ F" 

Notons : T>p^, — > Dp la resolution D^?/ -localement libre de De Rham 
( Po| , 5.3, {ii)] ). Notons alors A'{j)) la categorie bi-compliciale de Wald- 
hausen des triplets 
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ou E, est un complexe de Vp'-modn\e a cohomologie coherente et bornee, 
F, un complexe de p~^Vp/i-modvL\es acycliques, et 

u : Vp^, ^v,,, E, — > F, 

un quasi-isomorphisme. On pose alors 

p+: A'ip) C{f) 
iE„F„u) ^ p,{F,) 

II est alors clair, que le morphisme induit sur les spectres de fC-theorie 

p+ : K^(FO K{A'{p)) K{C{f)) c K^(F") 

coincide avec celui defini precedemment. 

Soit A{f,i,p) la categoric bi-compliciale de Waldhausen dont les ob- 
jets sont les 

{E„F„u, G„v,w) 

avec 

• {E,,F,,u) un objet de A{f ) 

• V : Vp^, ®Vp, uij^i ®Vp E,) — > G, est un quasi-isomorphisme, et 
G, un complexe de p~^(Di;'")-modules acycliques 

• w : i^{F,) — > G, est un quasi-isomorphisme de complexes de 
Pi?" -modules 

Considerons le diagramme " exact" de categories bi-compliciales de Wald- 
hausen 

A{f) ^ -G{f) 



A'{i)^^G{p) 



p+ 



■A'ip) 



Les foncteurs a, b, c, d et e etant les foncteurs canoniques 



a : Aif) - 
{E., F„ u) K 

b: A{f,i,p) 

{E„F„u,G„v,w) 

c- A{f,i,p) 

{E„F„u,G„v,w) 



A'it) 
E. 

{E.,F.,u) 
^ E, 



149 



d: A{f,z,p) A'ip) 

{E„F„u,G„v,w) ^ {Vp^,^T>^, i^(Vi®x>p E„G„v)) 

e: A'{p) — > C{p) 
{E.,F.,u) ^ E. 

II est alors evident que a o b = c, et que o c = e o d. 
De plus 

{E,, F„ u, G„ V, w) ^ p^w 

induit un quasi-isomorphisme entre les foncteurs /+ o 6 et p+ o d. Enfin, a 
I'aide de [ |i'h| , 1.9.7, 1.9.8], on montre que les morphismes e et a induisent 
des equivalences sur les categories derivees, et done des isomorphismes 
dans HoSp sur les spectres de ii"-theorie. Ainsi, lorsque que Ton considere 
le diagramme induit au niveau des spectres de i^-theorie, on obtient un 
diagramme commutatif dans HoSp 



K^(F) ^ KiAif)) 



/+ 



■K{C{f)) ~ K»(F"^ 



K{A{f,z,p)) 



p+ 



K^(F) ~ K{A'{t))-^K^iF') ~ K{C{p)) ~ K^(F'^ 



■K{A'{p)) ^ K^(F') 



Pour terminer la preuve, il nous reste a montrer que le morphisme 

b -.KiAif, z,p))-^K{A{f)) 

est un isomorphisme. Pour cela il nous suffit de montrer que le foncteur 
b : Aif,i,p) — > Aif) induit une equivalence au niveau des categories 
derivees 

Kb:DiAif,z,p))^DiAif)) 

ce qui provient d'une nouvelle application des methodes de | [l'li| , 1.9.7, 
1.9.8]. Montrons a titre d'exemple que R6 est essentiellement surjectif. 

Soit iE,, F,, u) un objet de D(y4(/)). Choisissons un resolution injec- 
tive dans la categorie des p~^Pi?/'-modules 



V : Pp,, i*iVi E,) 



G. 



Comme T>p^, est un complexe de T^^'-modules localement libres, le mor- 
phisme naturel 



can : Pp,, (g)© i^iVi E,) 



ii-Vp, T^i ®Vp E,) 



est un isomorphisme dans C(p). 

De plus, comme Vi est plat sur "Df, le quasi-isomorphisme 



■■Vp,, 
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induit un quasi-isomorphisme 

(j) : i^ir^Vp^, ®i—Vp, ®Vp E,)) — > i^{i~^T>p A ®Vf E,) 

Or, on sait que Vf est isomorphe a i~^T>p <S>i-^Vp, T^i- On a done un 
quasi-isomorphisme naturel 

o can~^ : "Dp,, (g)©^, i^{Vi (g)^,^ E,) — > i^(Vf E,) 

Enfin, comme i* est exact, le morphisme 

u{u) : u{Vf ®r)p E,) — > u{F,) 

est un quasi-isomorphisme. Par composition, ceci induit un quasi-isomorphisme 

1^p,» ®Vp, i*{T^i ®Vf E,) — > i*{F,) 

Done, comme v est une resolution injective du membre de gauche, on en 
deduit qu'il existe un quasi-isomorphisme 

w : — )• G, 

Ainsi, I'objet {E,, F,,u,G,,v,w) est un "antecedent" de {E,,F,,u) par 
Rb. □ 

Lemme 4.7 1. Soit i : F — )• F' et j : F' — )• F" deux morphismes 
representables, fini et non-ramifies. Alors 

2. Soit p : F — > F' et q : F' — > F" deux morphismes propres et 
lisses. Alors 

(gop)+ = g+op+:K^^K^(F") 

Preuve: 

(1) Comme Vi ( resp. Vj ) sont localement Ubre sur Dp ( resp. 
Dpi ), on a, pour tout complexe de r'i?-modules a cohomologie bornee et 
coherente E,, des isomorphismes fonctoriels en E, 

3+oi+{E,) c:ij,{V^®Vp,i+{E,)) 

~ {j oi)^{T)joi ®vp E,) 
~(joz)+(£;.) 

Ce qui montre (1). 
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(2) Soit Vp^, — > Dp ( resp. Vq^, — > Vg ) la resolution de De Rliam 
( ||Bo| , 5.3 (a)] ). Alors, comme Vg est plat sur q~^Vp', le morphisme 
naturel 



qop 

est un quasi-isomorphisme. 

Notons A"{j>) ( resp. A'\q) ) la categorie bi-compliciale de Waldhausen 
des complexes de Pi^-modules ( resp. Pi^'-modules ) acycliques, et a 
cohomologie coherente et bornee. 

Remarquons que si E est un DiT'-module acyclique, Dp , (^x>p E est 
un complexe de p~^Pi?'-modules, localement isomorphes a une somme 
directe de E. C'est done un complexe de p~^X'ir'-modules acycliques. 
Ainsi, on pent definir des foncteurs exacts 

p+: A"{p) ^ A"{q) 

E, ^ P*{T>p., ®vp E) 

q+: A"iq) C{qop) 

E, ^ q*{Vg^,®Vp, E) 

{q°p)+- A"{p) > C{qop) 

E, ^ {qo p)^{p-^'Dg^, ®p^^Vp, T^p,, ®Vf E) 

II est immediat que ces foncteurs induisent les morphismes definis plus 
haut 

p+ : K^(F) K^(F') 

q+ : K^(F') K^(F") 

(gop)+:K^(F)-^K^(F") 

Or, comme 'Dg , est localement libre sur T>pi, on a des isomorphismes 
canoniques 

g+ o p^{E,) - q,{Vg^. ®T>p. P*{Vp^, ®Vp E,)) 

- Q*iP*iP~^1^q,» ®p-Vp, T>p,, ®Vp E,)) 

- {(l°p)*{p~^T^q,» ®p-Vp, T^p,, ®Vp E,) 

- {qop)^{E,) 

□ 

On termine alors la preuve du point (1) en utilisant un lemme formel 
suivant. 

Lemme 4.8 Soit H : Oh{T>jV[) — > Ob{HoSp) , une application. On 
suppose que pour tout morphisme propre f : F — > F' dans CDM., il 
existe un morphisme dans HoSp 

U ■■ H{F) ^ H{F') 

qui verifie les proprietes suivantes 
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• si f = po ij avec i un morphisme representable fini et non-ramifie 
de CVA4, et p un morphisme lisse, alors 

/+ = p+ o i+ 

• si f = i o p, avec i un morphisme representable fini et non-ramifie 
de CDM., et p un morphisme lisse, alors 

f+ = %+o p+ 

• sii : F — > F' etj : F' — > F" sont deux morphismes representables 
finis, et non-ramifies de CDM., alors 

(j o i)+ = j+ o i+ 

• si p : F — >• F' et q : F' — > F" sont deux morphismes propres et 
lisses de CVA4, alors 

(qop)+ ^q+op+ 

Alors, pour tout morphisme propre f : F — > F' et g : F' — > F" de 
CDM, on a 

{9 o /)+ ^9+°f+ 
Preuve: On considere le diagramme commutatif suivant de CDM 




FxF' xF' X F" 

ou i, k et j sont les graphes de f,jop et g, et p, q, r les projections. On 
a alors 

9+°f+ =9+0 j+ op+oi+ 
= q+ o hj^ o ij_ 
= g+ o r+ o k+ o i_^_ 
— {qo r)+ o (A; o i)^ 
-{9ofU 



Preuve de (2): II faut montrer que R/+ preserve les proprietes d'etre 
a cohomologie holonome et a cohomologie holonome regulier. La foncto- 
rialite se demontre alors exactement comme dans le point (1). 
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Lemme 4.9 Le foncteurHf^ preserve la propriete d'etre "d cohomologie 
holonome ( resp. "d cohomologie holonome regulier" ). 

Preuve: Comme c'est une assertion locale sur F^'^, le cas ou / est 
representable se traite comme celui des schemas ( ||Bo| , 10.1, 12.2] ). De 
plus, on pent toujours supposer que F' est un schema affine Y. 

Soit Fi F le support reduit d'un Vp-modnle holonome ( resp. 
holonome regulier ) A4. Soit U ^ Fi un sous-champ ouvert dense, lisse 
sur k, qui est une gerbe sur son espace de modules V, que Ton pent 
supposer lisse et affine. Notons 

i:U ^ F 

I'immersion canonique. On considere alors le triangle dans la categoric 
derivee des X'iT'-modules a cohomologie bornee et holonome ( resp. holonome 
regulier ) 




i+ o i'M M 

oil M est le cone du morphisme naturel 

a : M > Rz+ o i'M 

Alors, comme a et un isomorphisme sur U, Af possede un support de 
dimension strictement plus petite que celui de A4. En raisonnant par 
recurrence, il nous suffit done de demontrer le lemme pour des Vp- 
modules de la forme z+ o A^, oil i : ?7 F est une immersion localement 
fermee, U une gerbe sur un schema lisse et affine V, et Ai un X>f/-module 
holonome ( resp. holonome regulier ). Ainsi, on pent supposer que F est 
une gerbe sur un schema affine et lisse X. 

Le morphisme / : F — > Y se factorise alors par 

/: F^X^Y 

ovL p est la projection sur I'espace de modules. Le cas de R(?+ est deja 
connu, car g est representable. II nous reste done a traiter le cas de Rp+. 
En localisant sur X^t, on se ramene au cas oil F = [X/H], avec H un 
groupe fini operant trivialement sur X. Alors, la donnee d'un X>ir-module 
est equivalente a la donnee d'un Px-module if-equivariant. De plus le 
foncteur Rp+ ~ p+ est exact, et associe a un Px-module equivariant AA, 
le sous Px-module des invariants par H, AA^ . Comme ce sous-modules 
est un facteur direct de A^, il est holonome ( resp. holonome regulier ) 
si A4 Vest. □ 
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4.1.2 Comparaison entre G et K 

Le but de ce paragraphe est de demontrer le theoreme suivant. 

Theoreme 4.10 Pour tout champ F dans CDM., il existe un isomor- 
phisme dans HoSp 

6^' : G(F) K^(F) 
qui commute avec les images directes de morphismes propres. 
Preuve: On definit un foncteur exact 

: Coh(F) — > Coh^ 

ou oj^ est le dual du faisceau inversible canonique up '■= DetQp. 
Ce foncteur induit un morphisme sur les spectres de i^T-theorie 

6^' : G(F) K^(F) 

Lemme 4.11 Le morphisme 5p^ est un isomorphisme dans HoSp 

Preuve: Comme tout P-module admet une bonne filtration, le devissage 
de 0, 6.7], implique que le foncteur £ \^ Vp ®Of ^ induit un isomor- 
phisme entre les spectres G{F) et 'KP{F). De plus, comme uj^ est in- 
versible, le foncteur £ ^ £ ®Of induit aussi une equivalence sur le 
spectre G{F). Ainsi, par composition 6p^ est un isomorphisme dans 
HoSp. □ 

Pour la covariance de 5^^, on factor ise tout morphisme propre / : F — > 
par son graphe 

/: F '^FxF'^F' 

On se ramene done a deux cas, celui on f = i est representable fini et 
non-ramifie, et celui on f = p est un morphisme lisse. 

Commengons par le cas oil / est fini et non-ramifie. Comme i+ est 
alors exact, on pent realiser I'image directe en ii'-theorie par la foncteur 

t+ : Coh^(F) Coh^(F') 

M ^ i*{Vi®VFM) 

Comme est localement libre sur Dp, on a des isomorphismes canon- 
iques 

i+o5p''{£) c:ii^{'Di®VF P{^)) 

^ ®Vf T^f ®Of £ ®Of ^f) 

^ i*{T>i iS)Of £ '^Of ^f) 

~ i^{i-^{Vp> ®Ofi ^F') ®f-^Op, ^F ®Of ^ ®Of ^f) 

^ i^{i-^{Vp, ®Op, t^F') ®f-^OF> ^) 
~ Vp, ®Op, ^^F' ®Op, i*i£) 
c^Sp\i,{£)) 
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Le cas ou / est un morphisme lisse se traite d'une maniere analogue, 
en utilisant la resolution de De Rham de T>f. □ 



Definition 4.12 On pose 

Sf := {Sp')-' : K^(F) — . G(F) 

En localisant cette construction pour la topologie etale, on obtient 
une comparaison entre G et K.^. 

Theoreme 4.13 Pour tout champ F dans CVAi, il existe un isomor- 
phisme dans HoSp 

qui commute avec les images directes de morphismes propres representables. 
De plus, on a un diagramme commutatif dans HoSp 

G(F) — K^(F) 



G(F)^K^(F) 
Preuve: Cest la meme que celle de [4.13| . □ 

Le point fondamental que I'on utilisera par la suite, est le calcul ex- 
plicite de 5f 8M. niveau du Kq. 

Proposition 4.14 Soit un Vp-module coherent sur un champ F de 
CDM. Soit ^ M'^"" ^ M une bonne filtration de M, et GrM 
son module gradue, vu comme faisceau coherent sur le champ cotangent 
T*F. Alors, on a une egalite dans Go{F) 

6f{[M]) = e*[GrM] 

oil e : F ^ T*F est la section nulle. 
On a aussi 

5f{[M\) = DR{M) 

oil DR{A4) est la classe du complexe de De Rham de Ai dans Go{F) 
( au sens de ^ ). 



Preuve: Cest la meme que ||A-L| , 1.2.1]. □ 
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4.2 Etude des spectres de fC-theorie des X>-modules holonomes 



4.2.1 Le lemme de Kashiwara 

Dans cette section nous allons rappeler Le lemme de Kashiwara et 
en deduire de tres fortes proprietes pour les spectres de ii'-theorie des 
©-modules holonomes. 

Theoreme 4.15 ( "Lemme de Kashiwara" ) Soit j : F' ^ F une im- 
mersion fermee de champs de CDM., et i : U ^ F Vimmersion ouverte 
complementaire. Alors on a 

j'-oj^ = Id:K\F)^K.\F) 

et 

j+ o f + i+or =Id: K^{F) — > K'^(F) 

dans HoSp. 

II en est de meme pour les foncteurs K'^, K'*''' et K^'''. 

Preuve: Donnons la demonstration pour le cas du foncteur K''. Le 
cas de K'*''' se traite de la meme fagon. Par localisation on obtiendra 
alors le resultat pour les foncteurs et K'^''". 



Soit TCOC{F on F') la categoric des Pi?-modules holonome dont le 
support est contenu dans F' . Les memes calculs que ceux faits dans |[Bo| , 
7.11] montrent que les foncteurs j+ et definissent des equivalences, "in- 
verses I'une de I'autres", entre les categories TiOC^F') et HOC{F on F') 
( c'est le "lemme de Kashiwara" ). 

Soit K'*(F on F') le spectre de i^-theorie de la categoric HOC^F on F'). 
On notera 

c : K^{F on F') — > K(F) 
le morphisme induit par I'inclusion naturelle. Notons aussi 

: K::(F') — K^(F onF') 

j'p, : K^(F on F') K^(F') 

les morphisme induits par les foncteurs exacts et j'. lis verifient 
clairement jj^,, o = Id et o jp, = Id. De plus, on a j+ = c o et 
T°c = jp,. 



On pent alors ecrire 



■ I ■ -I -pi 

3'° 3+ =3'°c°3+ 

= 3'f'°3+ 
= Id 
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Le theoreme de localisation de [0, 5.5], implique que Ton a un triangle 
dans HoSp 

K'^(F on F') 



K(F) 




K\U) 

De plus, comme r possede une section i+ : K^(f/) — > K.^{F), ce triangle 
se scinde, et donne lieu a une suite exacte courte scindee 



KliF on F') ^ KtiF) ^ K^(f/) 

Et en utilisant I'equivalence entre HOC^F on F') et TiOC^F'), on trouve 
une suite exacte scindee 







3+ 



■K^(F)^Ke(f/) 







Ecrivons alors 



Id = a + i+v 



Ainsi, V = V o a + i\ ei done r o a = 0. Ceci montre que I'on pent ecrire 
a = j^o avec P : K^(F') — > K^(F). Le fait que j' oj^ = Id implique 
alors que f = P + j' oi^ ov . 

II ne nous reste qu'a montrer que j' o = {]. 

Soit A la categorie bi-compliciale Waldhausen des triplets {E,, F,,u), 
oil E, est un complexe de ©[/-modules acycliques a coliomologie holonome 
et bornee, et 

u : i:,E, — > F, 

est un quasi-isomorphisme de complexes de "Dir-modules avec F, un 
complexe de Pp'-modules plats. Soit B la categorie des complexes de 
Di?/-modules a cohomologie holonome et bornee. On veut montrer que 
I'unique transformation naturelle de foncteurs exacts 







A 

{E„F.,u) 



B 



est un quasi-isomorphisme. Comme ceci est local sur Fet, on pent se 
ramener au cas ou F est un schema affine. Le resultat provient alors de 
B|, VI 8.5]. □ 



Corollaire 4.16 Soit 



?/ 1 
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un diagramme cartesien de champ de CDM., avec j une immersion lo- 
calement fermee. Alors on a 

foU = {f,)^oify:K'iF)^K\F) 

II en est de meme pour les foncteurs K'^, K^'*" et K^'^. 

Preuve: Comme pour le theoreme, nous ne donnerons la preuve que 
dans le cas du foncteur K^. 

De la cas ou j est une immersion ouverte, le coroUaire provient du fait 
que les images directes sont compatibles avec les changements de bases 
etales. 

Supposons maintenant que j est une immersion fermee. Notons 
i : F — Fi > F ei i' : F' — F[ ^ F' , les immersions ouvertes 
complementaires, et g : F' — F[ — > F — File morphisme induit. 

Soit X G KJ(F'). a I'aide du theoreme f4.15| on pent ecrire 

On a done 

fuix) = j%f4j'rix)+fuf^it'yix) 

car = 0. 

Dans le cas general, on factorise j en une immersion fermee suivie 
d'une immersion ouverte, et on utilise les deux cas precedents. □ 

Corollaire 4.17 Soit F un champ de CDM., et ji : F^ ^ F des sous- 
champs localement fermes de CDM. formant une stratification de F . 

Y,--{ji)+oj\ = Id:K.\F)-^V.\F) 

i 

II en est de meme pour les foncteurs K^^, K^''' et K^'^. 

Preuve: Ce corollaire se deduit immediatement du theoreme precedent 
par une recurrence sur le nombre de sous-champs Fi. □ 



4.2.2 Fonctions constructibles a valeurs dans un foncteur et theoremes 
de devissage 

Commengons par introduire la notion de fonctions constructibles a valeurs 
dans un foncteur. 



159 



Rappclons pour cela que pour tout point x £ on dispose d'un 
morpiiisme canonique 

Si X est un point de F, et H : CVM. — > Ah un foncteur contravariant, 
nous noterons 

:= colimuH{U) 

oil U parcourt les sous-champs ouverts non-vides et lisses de {x}. On 
dispose alors d'un morphisme de restriction 

il : H{F) H{x) 

Definition 4.18 Soit H : jCDAi — > Ah un foncteur contravariant. On 
definit le groupe des fonctions constructibles sur F d coefficients dans H 
par 

F^H{F) := {{a,) e J] H{x) / Vx e 
xe\F\ 

3U ouvert dense de {x}, et au £ H{U) / Vy e \U\ ay — i^((J[/)} 

Par exemple, si H est un foncteur constant defini par un groupe 
abelien A, FctH(F) coincide avec le groupe des fonctions constructibles 

de M a valeurs dans A, ou M est I'cspacc de modules de F. 
Notons qu'il existe un morphisme naturel 

H{F) F,tH{F) 
^ ^ ((^x(^))xe|F|) 

Proposition 4.19 Pour tout foncteur contravariant 

H : jCVM — > Ah 

on peut munir F i-^ FctH{F) d'une unique structure de foncteur con- 
travariant compatible avec le morphisme naturel 

H{F) F,tH{F) 

Preuve: Soit / : F — > F' un morphisme dc CVA4, et (ax) un 
element de FctH{F'). Soit y e |F| un point de F au-dessus d'un point x 
de F' , et fy : y — > x le morphisme induit. On pose alors 

Cette definition verifie clairement les hypotheses demandees. □ 
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Theoreme 4.20 // existe des isomorphismes compatibles avec les images 
reciproques sur CDJVi 

K::(F)^Fe,Ky(F) 

^/{F) ^ F,iKy''-(F) 

Preuve: Comme pour le theoreme [4.15| , on ne demontrera ce resultat 
que pour le foncteur K^. 



Pour un champ F ( suppose connexe ) dans CDM., on considere 

IF := n ■ ^ n Kt(^) 

x'e|F| a;e|F| 

Comme la categorie des "D^-modules est equivalente a la categorie des 
connexions sur x, la continuite du foncteur de i^-theorie implique que 
I'inclusion naturelle induit un isomorphisme 

Le morphisme obtenu 

est contravariant par definition. 

Remarquons alors que I'image d'un element a G K^(F) par est un 
element constructible dans HxelFi -^^l^)- ^^^i equivalent au fait que 
pour tout element a G K^(F), il existe un sous-champ ouvert i : U "-^ F 
tel que ra est dans I'image de K.Y{U). Soit ^ le point generique de F. 
Comme le morphisme naturel 

est un isomorphisme, pour tout a G Kj^(F), il existe un sous-champ ou- 
vert lisse U F non vide, un element a' G K^(f/), tel que ^^(0") = v^{<j'). 
Ce qui implique qu'il existe un ouvert lisse j : V U ^ F, non vide, 
avec j'(cr) = j'(cr'). Ainsi, j'(cr) est dans I'image de iC^^V). 



Montrons alors que induit un isomorphisme de K^(F) sur F^K^ (F). 

Soit a G K^(F), et supposons que 'yp{cr) = 0. En particulier si ^ 
est le point generique de F, i'^^cr) = 0, et done il existe un sous-champ 
ouvert non- vide lisse jo '■ Fq ^ F tel que jlicr) = 0. Soit x un des points 
generiques du complement aire reduit F' = {F — U)red- Alors = 0. 
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On peut done trouver un ouvert non-vide lisse de Fi, ji : Fi Fq F , 

tel que j|(cr) = 0. Ainsi, par reeurrenee noetherienne on trouve une 
stratifieation de F par des sous-champs localement fermes et lisses, 
ji : Fi — > F, tel que 

Le corollaire |4.17| implique alors que 



i 

Ceci montre que 7 est injective. 

Soit {a J.) G FctK.^{F). Par definition, il existe une stratification de 
F par des sous-champs localement fermes et lisses, ji : F^ F, et des 
elements cTj G K^(Fi), tels que 

il{(Ti) = V X G \Fi\ 

Posons 

i 

Alors, le corollaire |4.16| , implique que, pour x G \Fi\ 



ilia) = iliai) = a^. 



Ce qui montre que 7f(o") = (o"^)- □ 

Par la suite, si f : F — > F' est un morphisme de CDM. , nous noterons 
/+:F,,Ky(F)-^F,tKy(F') 
le morphisme defini par le carre commutatif suivant 



IF 



7f' 
V/ 



FctKy(F)— F,,Ky(F') 

On definit de la meme maniere des images directes sur les foncteurs 
FctKy'*", -FcfK^ et -FciK^- Remarquons que pour les deux derniers, ces 
images directes ne sont definies que pour des morphismes representables. 

Par la suite nous identifierons avec -FctK^ et K^'^ avec FcfK^'^ 
par les isomorphismes [4.20| . 

Proposition 4.21 Les foncteurs covariants K^(— ) et K^''^(— ), de la 
categorie CDM. et morphismes representables, s 'etendent de fagon unique 
en des foncteurs covariants sur CDM. . 
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On a alors, pour tout morphisme de CDJvi, f : F — > F' un dia- 
gramme commutatif 

K':(F)^G,(F) 



/+ 

7f' 



^^{F')^G^{F') 

Preuve: Nous ne demontrerons cette proposition que pour le foncteur 
K!^(— ), le second cas se traitant de fagon similaire. 

Commengons par I'unicite. 

Soit / : F — > F' Via morphisme de CVM, et o" e K^(-F). On pent 
choisir une stratification j : Fi ^ F dc F , telle que chaque Fi soit une 
gerbe triviale sur un schema lisse Xj, et de plus qu'il existe o"j G K^(-Fi), 
avec a = + Or, si on note pi : Xi — > Fi une section, le 

morphisme induit 

est surjectif. On ecrit alors (7j = (pi)+(Q;j). Mais comme les morphismes 
Qi : Xi — > F, et hi : Xi — > F' sont representables, I'image directe de 
(7, si elle existe, doit verifier 

i i 

Elle est done determinee uniquement par et {gi)+. 
Notons toujours / : F — > F' un morphisme de CVM., et 

<7eK^(F). 

Si F et F' sont des gerbes lisses sur des espaces algcbriques lisses X 
et X', les morphismes naturels induits par les projections p : F — > X 
et p' : F' — > X' 

(p'Y : K'\X') K^(F') 

sont des isomorphismes. Notons m et m' les ordres de ramifications de 
F et F' sur X et X'. On definit alors I'image directe par le diagramme 
commutatif suivant 



K::(F)^Ke(F') 



-■P* 

m. ^ 



K':{x)^K':ix') 
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ou Mf : X — > X' est le morphisme induit sur les espaces de modules. 
Dans le cas ou / est quelconque, on trouve des stratifications : F- ^ F' 
et jk '■ Fk ^ F par des gerbes lisses et compatible avec / ( i.e. une strate 
est envoyee dans une strate ). Pour cliaque k, on note f{k) un entier tel 
que f{Fk) ^ F'jf^^^, et 

fk '■ Fk > Ff{k) 

le morphisme induit. On pose alors 

/+M := Y^U'}{k))+Uk)+3kW) 
k 

Comme I'ensemble des stratifications est filtrant, on verifie que cette 
definition ne depend pas des choix des F/, Fk, f{k), et definit sur K^(— ) 
une structure de foncteur covariant, compatible avec celle definie precedemment 
pour les morphismes represent ables. □ 



4.3 Les theoremes de Grothendieck-Riemann-Roch pour les 
P-moduIes 

4.3.1 Le theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch en 
K^-theorie 

Theoreme 4.22 Pour chaque F objet de CDM., il existe un unique mor- 
phisme 

tel que 

1. si F est dans QCVA4, alors 

t'/'''^ : K?(F) H:'p{F,*) 

X ^ Td'-'P{F).Ch'-'P{6F{x)) 



De meme, si X est un schema quasi-projectif, r^P''^ coincide 



avec 



le morphisme defini dans JA-Lj , 3.4/. 

2. pour tout morphisme propre de CDM., f : F — > F' , on a 

J* O Tp — Tp, O 

3. si f : F — > F' est un morphisme representable et etale de champs 
de CDM., alors 



T. 



^^P^^ofix) = ror^p7^^{x) 



F 



pour tout X G Kg (F'). 
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Preuve: On pose 

et on compose le theoreme precedent avec le theoreme de Grothendieck- 



rep/V rep r 



Riemann-Roch 3. SC. □ 



Remarquons que Ton pent composer ce theoreme avec le morphisme 
canonique 

On notera la transformation de Riemann-Rocli obtenue par 

4.3.2 Le theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch en 
K''-cohomologie 

Theoreme 4.23 Pour chaque F objet de CVA4, il existe un unique mor- 
phisme 

t^:K':{F)^H.{F,*)q 

tel que 

1. si F est dans QCVA4, alors 

T%: K^(F) H.iF,*)c 

X ^ Td{F).Ch{5F{x)) 

si X est un espace algebrique lisse, alors coincide avec le mor- 
phisme defini dans ^A-l\ , 3.4/. 

2. pour tout morphisme propre de CDM., f : F — > F' , on a 

f^OTp = Tp, O 

3. si f : F — > F' est un morphisme representable et Stale de champs 
de CVJH, alors 

ri?o/(x) = ror^,(x) 

pour tout X e Kq{F'). 

Preuve: On pose Tp := Tp o Sp, on on a encore note 6f le morphisme 
compose 

K^\F) ^ K^(F) — K(F) 

Le seul point non trivial est le point (2), dans le cas oil / est non 
representable. 

Soit / : F — > F' un morphisme propre, et a G Kt(-F). A I'aide de 
D-M|| et de la resolution des singularite, on pent trouver un schema lisse 



X, muni d'un morphisme propre, surjectif et generiquement fini 



165 



p : X — >■ F. En raisonnant par recurrence noetherienne, on pent 
supposer que p est tel que, pour tout sous-champ ferme irreductible 
Fi ^ F, il existe une composante connexe de X au-dessus de Fi, 
sur laquelle p est generiquement fini. 
Sous ces hypothese, le morphisme 

est surjectif. En effet, soit ji : F^ ^ F une stratification par des sous- 
champs hsses, et ki : Xi ^ X des sous-espace localement fermes, tel 
que 

p:Xi^F, 

soit etale et fini. Une utihsation de [4.17| nous ramene done au cas oil p 
est un morphisme etale et fini. Mais alors, on a 

p+p'{cr) = m.a 

oil m est le degre de X sur F. Ceci montre que p+ est surjectif. 

Soit alors a' G K^(X), avec a = p+{a'). Alors, comme le point (2) 
est vrai pour les morphismes represent ables, il est vrai pour p et fop. 
On a done 

= hp+rUcy') 

□ 



4.4 Exemples d'application 

Si p : F — > F est le morphisme structural d'un champ propre F de 
CVA4, et TVI un P^^-module sur F, nous noterons 

Ind{F,M) := p+{M) G K^{Speck) = Z 

Remarque: Par definition des images directes de P-modules, Ind{F, Ai) 
est aussi la caracteristique d'Euler du complexe de De Rham de M. sur F. 



Corollaire 4.24 Soit F un champ propre de QCVAi, et M. un 
Vp-module coherent sur F. Notons [Grjvl] g Go(T*F) la classe du 
gradue associe. Alors 

/•rep 

Ind{F,M)= / Ch''P{[GrM]).Ie,{Td'''P{F)) 

JT'F 

ou e : F ^ T*F est la section nulle du fibre cotangent a F. 
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Preuve: On utilise la proposition [4.14| . □ 

Par exemple, dans le cas oii = Oj? est la connexion triviale, on 
trouve 

Ind{F,OF)= I {Ie,{i)y= [ C^aATi,) 

JT*Ip Jlp 

On retrouve ainsi la formule de Gauss-Bonnet |3.45| . 

Remarquons aussi, que le coroUaire precedent applique a une connex- 
ion (V, V) sur un fibre vectoriel de rang r sur F, donne 

Ind{F,{y,V) =r.x*°^(F) 

et meme, plus precisemment 

4{y.V) = r.C^aATip) e H:^p{F,*) 

On remarquera que, contrairement a ce qui se passe pour un schema 
( |L|, 6.6.4] ), la formule precedente ne se simplifie pas dans le cas oii 
est holonome. En effet, le fait que GrA4 possede un support de dimen- 
sion moitie dans T*F, n'implique pas a priori que Hp^GrAi) G Go(T*If) 
possede encore cette propriete. 

Notons que Ton a toujours un morphisme canonique 

p- : K^iSpeck) Kj{F) 

induit par le morphisme structural p : F — > Speck. Ce morphisme 
induit done un morphisme sur les fonctions constructibles 

F^K,{k){F) F,tK^{F) ~ KliF) 

En composant avec la transformation de Riemann-Roch, on obtient des 
" morphismes d'Euler-MacPherson" 

De la meme fagon on pent aussi definir 

F^K,ik)iF) F,tK^{F) ~ K':{F) 

et done 

El, ■■ F,tK,{k){F) ^ H'{F,*)ci 
Par exemple, si i = 0, on trouve deux morphisme 

Elr.F,tZ{F)^H%F,*)Q 



Pour z = 1, on a 



El,^^^:F,,k*{F)^H:,^{F,*) 
Elr.F,tk*{F)-^H\F,*)^ 
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Definition 4.25 Soit F un champ dans CVM. Soit a G FctZ{F). Les 
caracteristiques d'Euler topologique et orbifold de F ponderees par a, sont 
definies par 

i 

x"^{F,a) ■.= Y,^,.x'°'{F;) 

i 

oil les sous-champs Fi •—>■ F forment une stratification de F, telle que a 
soit constante egale a ai sur \Fi\. 



Corollaire 4.26 Soit F un champ de CVM.. Pour tout a G FctZ{F), 
on a 

/rep 
E'repMi^) 

<F 



Preuve: Fixons nous une stratification jj : Fi F, telle que a soit 
constant egale a G Z sur \Fi\. Notons 1^ la classe de la connexion 
triviale sur Fi. Alors, par definition de I'isomorphisme 7 ( |4.20| ), on a 

i 

Ainsi, le tlieoreme de Grothendieck-Riemann-Roch [4.22| , applique a J2i 
donne 



prep 

V(T,./nci(F„l,) = / K 
Jf 



rep,M\^i 

Ce qui est la formule que Ton voulait demontrer. 

Le cas de la caracteristique d'Euler orbifold se traite de la meme fagon. 

□ 



Ce dernier corollaire explique le choix de la terminologie de "classe 
d'Euler-MacPherson" pour I'application Notons qu'elle n'est pas 

egale a I'application definie dans |[Mac|| . En effet, si F = X est un 
schema lisse et propre, on a E^^j{lx) = CmaxiTx) = Eu{X), alors que 
C*(lx) est la classe de Chern total du fibre tangent Tx- De plus, nous 
n'avons pas su demontrer que E^^ commute avec les images directes. 

Corollaire 4.27 Soit F un champ propre deCDM., etx = can{X_i[Q];,)) G Kg(F). 
Alors 

p,{x) = r'-'iF) 

ou p : F — > Speck est le morphisme structural. 
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Preuve: On applique le corollaire |4.26| a la fonction constructible 
constante 1. On a done 



Or, -E'm(I) = Tf(C'f), oh Of est muni de la eonnexion triviale. Les 
enonees [4.10| et ^4.14| impliquent alors que 



Ainsi, d'apres p. 33 



□ 



F 



On pent aussi donner une interpretation de E\^{a),et de jpE\.i{a), 
pour a G Fctk*{F), en terme de "determinants d'Euler". 

Definition 4.28 Soit F un champ de CVM, et a e Fctk*{F). Notons 
ji : Fi ^ F , une stratification de F, telle que a soit constante egale a 
Gi e k* sur \Fi\. Le determinant d'Euler de F pondere par a est 

Det{F,a) := Haf"'^^^^ e k* 

i 

Le determinant dEuler orbifold de F pondere par a est 
Dee^\F,a) := Ylaf'^^'^ G F ®z Q 

i 

Pour le corollaire suivant, nous supposerons que la theorie cohomologique 
utilise est la theorie de Gersten. Nous la noterons alors avec les indices 
usuels des groupes de Chow 

APiF,q):=HP{F,t,K^+,) 

Al,^{F,q):=H^{{lFUK^+,) 

Corollaire 4.29 Soit F un champ de CVM et a e FctKp{k){F). No- 
tons ji : Fi -—^ F une stratification de F, telle que a soit constante egale 
a ai E Kp(/c) sur Fi. Alors 

prep 



prep 

J2x''"{F.)-^.= El 

prep 

J2r'\Fi).a,= / El,{a) 

JF 
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En particulier 

prep 

DetiF, a) = E^^^,, 



rep 



Der\F,a) = j^E\, 



Preuve: Commengons par remarquer que la transformation de Riemann- 
Roch 

rspeck ■■ K^Speck) ^ A\Speck,p) = K,{Speck) 
est un isomorphisme. 



Comme dans la preuve du corollaire 4.26, on a 



i 

ou Pi : Fi — > Speck est le morphisme structural. Ainsi, par le theoreme 
de Grothendieck-Riemann-Roch |4.23| , et la formule de projection pour 



les morphismes structuraux, on trouve 



= E^x"'nFi)■aieK,{k) 



□ 



Pour terminer cette partie, notons qu'il serait interessant de posseder 
des formules analogues aux formules precedentes, mais dans un cas relatif. 
On disposerait ainsi de "classes d'Euler-MacPherson pour la /T-theorie 
superieure" , bien que la signification de telles formules pour les Kp avec 
p > 1 me semble un peu mysterieuses. 
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5 Chapitre 5 : Champs algebriques et champs ana- 
lytiques 

Ce dernier chapitre est independant des precedents. Nous nous interesserons 
au probleme de comparaison entre champs analytiques et champs algebriques 
complexes. Notre but est d'essayer de generaliser les resultats d'algebrisation 
d'Artin ( [0, 7.3] ), au cas des champs analytiques. 

Pour cela nous commencerons par demontrer les theoremes GAGA 
pour des champs algebriques complexes de Deligne-Mumford. lis seront 
utilises par la suite pour demontrer un cas particulier du theoreme d'Artin. 



Dans cette section nous appellerons schema un schema localement 
de type fini et separe sur SpecC. Nous noterons {Sch/C)et le site des 
schemas, muni de la topologie etale. Le petit site etale d'un schema X 
sera note Xgf Un champ algebrique sera un champ de Deligne-Mumford, 
localement de type fini et separe sur C ( |1.10| ). Si X est un schema, X"" 
sera I'espace analytique associe. 



Un espace analytique, est un espace analytique complexe, localement 
de type fini et separe sur C. L'espace topologique sous jacents a un 
espace analytique X sera note 

5.1 Analytification des champs algebriques 
5.1.1 Champs analytiques 

Rappelons pour commencer les definitions suivantes. 
Definition 5.1 Un morphisme d'espaces analytiques 

f:X^Y 

est 

• etale, si pour chaque point x E X , le morphisme d'anneaux locaux 

fx ■ ^YJ{x) — ^ Ox,x 

est un isomorphisme. 

• non ramifie, si localement sur X^°^ , c'est une immersion fermee. 

• fini, s'il est propre et a fibres finies. 

Avec ces definitions, le site analytique est defini gorie des 

espaces analytiques, dont les morphismes couvrant sont les morphismes 
etales et surjectifs. 11 sera note {An/C)et- Sur ce site on dispose alors 
de la notion de champs ( ||L-M|| ), ainsi que de morphismes de champs 
representables possedant certaines proprietes locales, comme etales, finis. 
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non ramifies, lisses ... ( |1.7| ). Un champ equivalent a un espace analy- 
tique, sera encore appele un espace analytique. 



Definition 5.2 Un champ analytique ( de Deligne-Mumford et separe ) 
est un champ F sur le site {An/C)et tel que 

1. le morphisme diagonal 

A: F — > FxF 

est representable et fini. 

2. il existe un espace analytique X et un morphisme etale et surjectif 

X — > F 

Nous noterons Ch"'"'{C) ( resp. ChAn{C) ) la 2-categorie des champs 
( resp. champs analytiques ) sur {An/C)et- Les categories homotopiques 
associees, seront notees respectivement HoCh"'^{C) et HoChAn{C). 
Remarque: Comme dans le cas des schemas ( ILIQ ), le morphisme 



diagonal d'un champ analytique est automatiquement non ramifie. 

L'exemple standard de champ analytique est le champ quotient par un 
groupe fini. Pour un action d'un groupe fini H sur un espace analytique 
X, nous noterons [X/H] le champ quotient. Son groupoide des sections 
au-dessus d'un espace F, est le groupoide des couples (P, /), oii P — > Y 
est un if-torseur, et / : P — > X est un morphisme i7-equivariant. 

Definition 5.3 Le champ des ramifications d'un champ analytique F, 
est defini par 

If := F Xp^p F 

Si la projection naturelle 

Hp : Ip — > F 

est etale, on dit que F est une gerbe. 

Les champs analytiques possedent de nombreuses proprietes analogues 
a celles des champs algebriques. Nous ne retiendrons que les suivantes. 

Proposition 5.4 Soit F un champ analytique. 

1. II existe un espace analytique M , et un morphisme propre 

p: F — > M 

qui est universel vers les espaces analytiques, et qui induit une bi- 
jection 

7roP(5pecC"") ~ M(^pecC"") 
On dira que M est un espace de modules pour F. 
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2. Soit M Uespace de modules de F. Alors, il existe un recouvrement 
etale U — > M, un espace analytique X , un faisceau en groupes finis 
H constant sur X , et une operation de H sur X , tel que le champ 

Fu := F Xm U 
soit equivalent au champ classifiant [X/ H] . 

3. Si F est reduit, il existe un sous-champ analytique ferme Fi ^ F , 
tel que F — Fi soit une gerbe. 

Un champ analytique sera propre si son espace de modules est un es- 
pace analytique compact. 

Notons pour finir que, comme dans le cadre algebrique ( |2]l| ), il y a 
une notion de faisceaux analytiques coherents sur un champ analytique F. 
Ce sont les sections globales cartesiennes sur F, du champ en categories 
abeliennes Coh sur {An/C)et, dont les sections au-dessus d'un espace 
analytique X, sont les faisceaux de C^-modules coherents. 

5.1.2 Analytification 

Soit / : C — > C un foncteur entre deux sites. On suppose que / est 
continu, dans le sens oii 

f{U) F{X) 

est couvrant dans C, si U — > X est couvrant dans C. 

Soit p : C — > C un champ. On dispose alors d'un champ "image 
reciproque" /*(C) ( ^ 3.2] ). 

Lemme 5.5 Soit 

a : {Esp/C\t {An/C)et 

le foncteur continu qui a un schema X associe son espace analytique X°". 
Alors I'image par a* d'un champ algebrique est un champ analytique. 

Preuve: En effet, si F est un champ algebrique equivalent a un 
prefaisceau simplicial represente par un espace algebrique en groupoides 
X,, alors le champ est equivalent au prefaisceau represente par I'objet 
en groupoides X^", qui, par definition, est un champ analytique. □ 

Comme le foncteur a* preserve les equivalences de champs, il passe 
aux categories homotopiques. 

Definition 5.6 On notera 

HoChAlg{C) — > HoChAn{C) 
F ^ F'''^:=a*{F) 

le foncteur d' analytification. 
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Comme on sait que les champs de Deligne-Mumford sont localement 
des quotients par des groupes finis ( |1.17| ), il est naturel de com- 
mencer par comparer les quotients algebriques, et les quotients analy- 
tiques. 

Proposition 5.7 Soit X un schema et H un groupe fini operant sur X . 
Alors il existe une equivalence faible naturelle 

[X/Hf'' ~ [X^'^/H] 

Preuve: Soit X — ^ [X/H] le iJ-torseur universel. Comme le fonc- 
teur d'analytification transforme if-torseurs en if-torseurs ( [^GA 1|| ), 
le morphisme induit 

est un if-torseur. II defini done une equivalence faible 
□ 

Corollaire 5.8 Soit F un champ algebrique etp:F — > M la projection 
sur son espace de modules ( ). Alors le morphisme induit 

p ■ pf^n ^ ]^an 

fait de M"" V espace de modules de F"". 

Preuve: Soit X I'espace de modules de Par la propriete uni- 

verselle des espaces de modules, il existe un morphisme naturel 

X — ^ M'^" 

Pour montrer que c'est un isomorphisme, on pent effectuer un change- 
ment de base de M"" par un morphisme m'^" : {U — ^ M)"", avec u etale 
et surjectif. Par |1.17| , on pent done supposer que F = [X/H], avec X 
un schema affine, et H un groupe fini operant sur X. Mais alors, comme 
jpan ^ [X^^/if], I'assertion a demontrer est que le morphisme naturel 

est un isomorphisme. Ce qui est vrai. □ 

Soit a^Coh I'image reciproque du champ des faisceaux analytiques 
coherents par le foncteur d'analytification. C'est le champ sur {Esp/C)et, 
dont la categoric des sections au-dessus d'un espace algebrique X, est la 
categoric Coh(X"") des faisceaux analytiques coherents sur X"". Alors, 
on dispose d'un foncteur naturel d'analytification ( |SGA 1| , XII] ) 

Coh(X) — > Coh(X"") 

jr ^ jran 
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Ce foncteur defini un morphisme de champs sur {Esp/C)et 

Coh — > a^^Coh 
ou bien, par adjonction, un morphisme de champs sur {An/C)et 

-'^^ : a*Coh — > Coh 
Par composition, ce foncteur defini un foncteur sur les sections cartesiennes 
HomcartiF, Coh) HomcartiF'^'', a* Coh) HomcartiF'^'', Coh) 

Et done un foncteur 

Coh(F) := Homcart{F, Coh) — > Coh(F°") := HomcartiF'''', Coh) 



Definition 5.9 SoitF un champ algebrique, le foncteur d'analytification 
ci-dessus est note 

Coh(F) — > Coh(F'^") 
Notons, que JF i-^ JF*^" est un foncteur exact. En effet, comme ceci est 



local sur Fet, on se ramene au cas des schemas [ 5GA 1 , XII 4.4]. 



5.2 Theoremes GAGA 

Le theoreme principal est le suivant. 

Theoreme 5.10 ( "GAGA" ) SoitF un champ algebrique propre. Alors 
le foncteur 

Coh(F) — > Coh(F'^") 

jr ^ jran 

est une equivalence de categories. 
Preuve: 

Lemme 5.11 Soit f : F — > F' un morphisme propre et representable 
de champs algebriques, et T un faisceau coherent sur F . Alors le mor- 
phisme naturel 

est un isomorphisme. 

Preuve: Comme ceci est local sur le lemme est une consequence 

directe de |t^GA 1|, XII 4.2]. □ 
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Lemme 5.12 Soit p : F — > M le projection d'un champ algebrique 
sur son espace de modules, et T un faisceau coherent sur F . Alors le 
morphisme naturel 

pT{j'n-^p*i^r 

est un isomorphisme. 

Preuve: Soit U — > M un recouvrement etale algebrique tel que Fjj 
soit un champ quotient sur U. En localisant sur U, on pent done supposer 
que F = [X/H], avec H un groupe fini operant sur un schema X. Le 
faisceau est alors donne par un faisceau coherent J-'x sur X, muni 
d'une action de H. 

Soit q : X — > X/H la projection. D'apres le lemme precedent on a 
alors 

De plus cet isomorphisme est un isomorphisme equivariant de i7-faisceaux 
analytiques coherents sur X""^ /H. En prenant les invariants sous H on 
obtient 

□ 

Revenons a la preuve du theoreme. Elle suit exactement le meme 



schema que la preuve donnee dans ||SGA Ij , XII 4.4]. 



(1) Le foncteur est pleinement fidele: 

Soit un faisceau coherent sur F. Alors, comme p* est un foncteur 
exact, on a un isomorphisme canonique 

H\F,r)c^H\M,p,J^) 

De plus, M est un espace algebrique propre, et un faisceau coherent 
sur M, done le theoreme GAGA pour les espaces algebriques ( |[SGA 1 
XII 4.4] ) nous dit que le morphisme naturel 

H\M,p,J^) H\M'''', {p.J'Y'^) 

est un isomorphisme. De plus le lemme |5.12| implique que 

Or 

On obtient done I'isomorphisme cherche 
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Si JF et ^ sont dcTix faisceaux cohcrcnts sur F. on dispose du fais- 
ceau coherent Horii n^jJ^ , Q) sur F. Nous pouvons done lui appliquer 
risomorphisme precedent avec i = 

HomoA^.Q) - H°{F,HomaAJ',g)) - H^F^^ , HomoA^ .QD 
Or 

Ceci acheve la preuve de I'asscrtion (1). 

(2) Le foncteur est essentiellement surjectif: 

Commengons par le cas ou F = X x BH est unc gcrbe triviale de 
groupe fini H et d'espace de modules X un schema propre. Alors un 
faisceau coherent !F sur F"" est donne par un faisceau coherent J^x sur 
-^an Yawm d'une action du groupe H . D'apres le theoreme GAGA pour 
X, on sait qu'il existe un faisceau coherent M.x sur X tel que Tx — 
L 'action de H est alors donnee par une representation 

Or, une seconde application du theoreme GAGA implique que 
Auto^^AM"^) ^ AutoAMx) 

On munit ainsi M.x d'une action de H, ce qui definit le faisceau coherent 
M sur F tel que Al"" ~ ^. 

Passons au cas general. Soit un faisceau analytique coherent sur 
pan raisonne par recurrence sur la dimension d du support de T. 

Soit A I'ideal annulateur de JF dans Of<^". En se restrcignant au ferme 
defini par A, on pent supposer que le support de ^ est F. 

Soit X I'ideal de F^ed dans F, et k un entier tel que X*' = o. On dispose 
de la filtration suivante 

dont les quotients successifs sont des images directes de modules coherents 
sur Fred par I'immersion canonique F^^d ^ F. Remarquons alors qu'une 
extension analytique de faisceaux coherents algebrisablcs est algcbrisablc. 
En effet, le fait que le foncteur d'analytification Q ^ Q"'"' soit exact et 
pleinement fidele, et la for mule 

Homo, sr ^ HoMo,^^ (•^"", on 

montre que 
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On peut done se restreindre au cas ou F est reduit. 



D'apres |P-M| , Thm. 4.12], on peut trouver un schema projectif X 
normal, et un morphisme propre et generiquement etale 

X — > F 

Soit Fx = F Xm X \e champ induit sur X, et Fq la normalisation de Fx- 



Alors, d'apres |1.22| , on salt que Fq est une gerbe triviale sur X. Notons 
q : Fq — > F la projection. Alors est un faisceau analytique coherent 
sur -Fq", qui est algebrisable d'apres la premiere partie. Ecrivons 



avec M. un faisceau coherent sur Fq. On considere le faisceau coherent 
sur F'*" q^{^M.°''^\ II est algebrisable d'apres le lemme [5.11| . De plus, par 
la formule de la projection, on a 

Comme q est generiquement un changement de base par un revetement 
etale de I'espace de modules, on salt que q^Opo est generiquement iso- 
morphe a O]^. Get isomorphisme generique donne lieu a un diagramme 
de faisceaux coherents sur F 



Of 

on u et V sont des isomorphismes generiques. Considerons le diagramme 
obtenu sur F"" en tensorisant par JF, et en completant avec les noyaux 
et conoyaux 





■A/"® ^q^iOps")®^ 
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Commc u ct v sont dcs isomorphismcs sur un ouvcrt Zariski dense, on 
conclut que /Cj et ont un support de dimension strictement plus petit 
que et sont done algebrisables par recurrence. De plus, on a vu que 

Ainsi, on en deduit que A/" ® est algebrisable comme extension dc fais- 
ceaux coherents algebrisables. La colonne verticale nous dit alors que 
J-^ est algebrisable. On terminc en remarquant par excmplc, que J- est 
le noyau du morphisme J-'^ — > qui deplace les facteurs d'un cran 
vers la droite. □ 



On deduit de ce theoreme, les coroUaires habituels. 
CoroUaire 5.13 Soit F un champ algebrique propre. Alors le foncteur 

induit une bijection entre les sous-champs algebriques fermes de F, et les 
sous-champs analytiques fermes de F^'" 

Preuve: Le foncteur d'analytification induit une bijection entre les 
faisceaux coherents d'ideaux de Op, et les faisceaux coherents d'ideaux 

de Opan. □ 



Corollaire 5.14 Soit F un champ algebrique propre. Alors le foncteur 

G^G"-"" 

induit une equivalence de la categoric homotopique des champs algebriques 
finis et representables sur F, et celle des champs analytiques finis et 

representables sur _P"". 

Preuve: En cffct, le foncteur en question induit une equivalence entre 
la categoric dcs faisceaux en Ci^-algebres coherentes et celle des faisceaux 
en Ci^an-algebres coherentes. □ 



Corollaire 5.15 Soit F et G deux champs algebriques propres. Alors 
le foncteur d'analytification induit un foncteur pleinement fidele de la 
categoric homotopique des champs algebriques propres, vers celle des 
champs analytiques. 

Preuve: II faut remarquer qu'un morphisme 

y . pan ^ Qan 

est determine a homotopie pres par son graphe 

ry^ ■ pan ^ pan ^ Qan 

qui est un morphisme fini, et appliquer le corollaire precedent. □ 
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5.3 Algebrisation des champs analytiques 



Dans cette derniere section nous analysons le cas des champs analy- 
tiques dont les espaces de modules sont des espaces algebriques. 

Proposition 5.16 Soit X un espace algebrique, et H un groupe fini. 
Alors le foncteur 

F ^ F"" 

induit une equivalence entre le 

2-groupoide des gerbes algebriques bornees par le groupe H sur X , et celle 
des gerbes analytiques bornees par le groupe H sur X"''^ . 

Preuve: Remarquons d'abord qu'il est clair que le foncteur d'analytification 
transforme gerbes en gerbes. 

Soit BH I'ensemble simplicial classifiant de et Aut{BH) I'ensemble 
simplicial des auto-equivalences de BH. Ce dernier possede un ensemble 
simplicial classifiant BAut{BH), qui est un ensemble simplicial connexe 
et 2-tronque. Ainsi, a travers I'equivalence demontree dans |[1 an|| , nous 
le verrons comme un 2-groupoide. Ces groupes d'homotopie sont donnes 
par 

7ri{BAut{BH)) ~ Out{H) 

n2iBAut{BH)) ~ Z{G) 

oh Out{H) = Aut{H)/Int{H) est le groupe des automorphismes exterieurs 
de H, et Z{H) le centre de H. Nous noterons Q le 2-champ associe au 
prefaisceau simplicial constant sur {Sch/C)et, de fibre BAut{BH). Alors 
Q"'"' est canoniquement equivalent au champ sur {An/C)et, associe au 
prefaisceau simplicial constant BAut{BH). 

Enfin nous savons d'apres qu'il existe une equivalence entre le 
2-groupoide des gerbes algebriques de groupes H sur X ( resp. ana- 
lytiques de groupes H sur X"" ) et GiX) ( resp. ^""(A"") ). Pour 
demontrer la proposition, il nous suffit done de montrer que le morphisme 
d'analytification induit une equivalence faible 

g{x) ~ ^""(A"") 

Mais ceci provient du lemme general suivant. 

Lemme 5.17 Soit F un prefaisceau simplicial n-tronque sur {Sch/C)et, 
tel que pour chaque section s : A — > F, les faisceaux d'homotopie 
TTm{F,s) soient localement constants a fibres finies sur Xet- Alors pour 
chaque espace algebrique X , le morphisme naturel 

F{X) > F^n^^an^ 

est une equivalence faible. 
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Preuve: II suffit de regarder, pour chaque section s G F{X), le mor- 
phisme induit sur les suites spectrales 

Ef'-^ = H'^iX^,, vr,(F, .)) = H'^iX^-, 7r,(F»", .)) 

qui convergent vers n^{F{X), s) et ^T^,{F°■"^{X"^"'), s). Le theoreme de com- 
paraison entre cohomologie etale et cohomologie transcendante pour des 
groupes finis ( | [SGA 1|| ), permet de conclure que le morphisme est un 
isomorphisme sur les termes E2. □ 

Definition 5.18 Un 1 -morphisme propre et representable de champs an- 
alytiques 

f:Fo-^F 

est une modification, s'il existe un sous-champ ferme F' ^ F , tel que f 
induise une equivalence 

f:Fo-f-\F')^F-F' 

Le resultat suivant est un analogue du resultat de Moisezon 0, 7.16]. 

Theoreme 5.19 Soit F un champ analytique reduit tel que son espace 
de modules soit algebrique et propre. Alors il existe une modification 

f:Fo-^F 

avec Fq equivalent a un champ algebrique. 

Preuve: Comme M est algebrisable, nous ecr irons encore M pour 
I'espace algebrique correspondant. 

En considerant la reunion disjointe des composantes irreductibles de 
F, on pent supposer que F est irreductible, et done integre. 

Soit M I'espace de modules de F, et 5 ^ M un sous-espace ferme tel 
que F soit une gerbe sur M — S. 

Commengons par fixer quelques definitions. Si H est un groupe fini, 
un revetement ( resp. revetement analytique ) d'un schema X de groupe 
H non-ramifie en dehors de S, est la donnee d'une action de H sur 
un schema Y ( resp. sur un espace analytique Y ) et d'un morphisme 
equivariant Y — > M ( resp. Y — > M"" ) etale sur M — S, et qui fasse 
de M le quotient de Y par H ( resp. etale sur (M — S^"^, et qui fasse de 
M"" le quotient de Y par H ). 

Si X e M"", nous parlerons de germe analytique de revetements de 
groupe i7 de M en a; et non-ramifie en dehors de S, pour designer une 
classe de tels revetements, oil deux revetements sont equivalents s'ils sont 
isomorphes sur un voisinage analytique de x. Pour simplifier le vocabu- 
laire nous dirons simplement "revetement de groupe H" pour revetement 
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de groupe H et non-ramifie en dehors de S. De meme, nous parlerons 
de germes etales de revetements de groupe if de M en un point ferme 

X e M. 

Le foncteur d'analytification transforme un germe etale de revetements 
de groupe H, en un germe analytique de revetements de groupe H. Nous 
dirons que I'image d'un germe etale est un germe analytique algebrisable. 

Etape (1): 

Commengons par supposer que F et M sont normaux, et que M verifie 
I'hypothese suivante. 

Hypothese 5.20 Pour tout point x G M"", tout germe analytique de 
revetement de groupe H est algebrisable. 

Soit X G M, et X E U ^ M un voisinage analytique de x tel que 
F Xpf U =: Fjj soit equivalent a un champ quotient par un groupe fini 

Fu ~ [V/H] 

On pent done, d'apres I'hypothese, supposer qu'il existe un schema X et 
un morphisme etale au voisinage de x 

X — > M 

une action de H sur un schema F, et un morphisme 

p:Y — >X 

qui fasse de X le quotient de Y par et tel que dans un voisinage 
analytique de x, le morphisme p soit isomorphe a la projection canonique 

q:V — >U 

Compact ifions le morphisme Y — > M 

Y^^Z 




M 



oil j est une immersion ouverte d'image Zariski dense, et p propre. Con- 
siderons le changement de base sur Z, Fz := F x m Z — > Z*^", ainsi que 
F^ — > {Fz)red sa normalisation reduite. Par construction, le morphisme 

Z 

possede au voisinage analytique d'un point z G Z^"^ au-dessus de x, une 
section. Or, comme Z"" est normal en x, I'analogue de 1.22 pour des 
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champs analytiques implique que F| est une gerbe au voisinage analy- 
tique de z. Or, comme Z est un schema propre, il existe un ouvert Zariski 
dense de Z, W contenant x, tel que F| soit une gerbe sur W"'"^ . Mais 
par la proposition |5.16| , cette gerbe est algebrisable. II existe done un 
schema W ^ un morphisme etale et surjectif W — > W, et un diagramme 
1-commutatif 




^ Z 

Le 1-morphisme compose 

est par construction un prolongement de la section canonique 

V — >Fu — >F 

Comme celle-ci est etale au voisinage analytique de x, le 1-morphisme 

yyan ^ p 

est etale dans un voisinage Zariski d'un point w E W au-dessus de x. 
Ainsi, quitte a restreindre W, on montre qu'il existe un 1-morphisme 
etale 

X(a;)"" — y F 

on X{x) est un schema, et dont I'image dans M contient le point ferme 

X. 

Lorsque x parcourt M"""" tout entier, on construit ainsi un schema 
X = Y[^X{x) et un morphisme etale et surjectif 

X™ > F 

Or, par quasi-compacite de la topologie de Zariski sur M, on pent sup- 
poser que X est un schema de type fini sur C. Enfin, comme F est 
normal, X est aussi normal. 

II nous reste alors a demontrer que le morphisme naturel 

r.2i.= A X p A. >■ A X A 

est algebrisable. En effet, dans ce cas, on pourra ecrire Yi = X^*", 
et le champ F sera alors equivalent au champ associe a I'analytifie du 
groupoide algebrique 

s,b:Xi — yX 

Comme F est un champ analytique propre, il est separe. Ainsi, r est 
un morphisme fini. De plus, son image est X"" x^X"^", et comme F est 



183 



une gerbe sur M — S, r est etale en dehors de S"*" Xm U X""' Xa^ 
5*. Ainsi, r est un morphisme fini et etale en dehors d'un sous-espace 
algebrisable. Comme Yi est normal, ceci implique que r est algebrisable 
( jSGA U XII] ). 

Etape (2): 

Soit F comme dans I'enonce du theoreme. On considere un eclatement 

p:X — > M 

tel que X soit lisse, et que p~^{S) soit un diviseur a croisements normaux 
dans X. Un tel morphisme existe d'apres la resolution des singularites. 
Soit Fq la normalisation de F Xm X. Alors, le 1-morphisme canonique 

f:Fo^F 

est une modification. De plus, lemme suivant implique que le champ Fq 
verifie les hypotheses de la premiere etape. II est done algebrisable. 

Lemme 5.21 Soit X un schema lisse est S ^ X un sous-schema ferme, 
tel que S soit un diviseur a croisements normaux dans X. Alors tout 
germe analytique de revetement de groupe H non-ramifie en dehors de S 
sur X est algebrisable. 

Preuve: Soit x G X"". Alors il existe un voisinage analytique U de 
X, tel que la paire {U, U OS) soit homeomorphe a (C"^, H), on H est une 
reunion finie d'hyperplans complexes. Ainsi, on a 

7ri{U-UnS) ~ Z" 

oil r est le nombre de composantes irreductibles de S nU. 

De plus, il existe un voisinage etale de x, f : V — > X, et une im- 
mersion ouverte V ^ A"^, tel que la paire {V, f~^{S)) soit isomorphe a 
(V, V n H), on H est une reunion finie d'hyperplans de A*". 

Soit q : V — > U un germe analytique de revetement de groupe 
H. Quitte a restreindre U on pent supposer qu'il est comme ci-dessus. 
Comme le revetement est non-ramifie en-dehors de 5*, il donne lieu a un 
homomorphisme 

Tiy{u -uns) — 

Comme on a un isomorphisme canonique 

7ri(f/ -UnS)^ 7ri(C'" -H)^TI 
on a un homomorphisme induit 

7ri((A™-i7)'^") — >H 
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Ce -ff-torseur est algebrisable d'apres fSGA If . On obtient done un 
if-torseur algebrique 

Y — yA'^-H 

Si V est un voisinage etale de x comme ci-dessus, alors par restriction on 
a un if-torseur 

Yv-^V 

Soit Z la normalisation de V dans Yy. Alors 

p:Z — >V 

definit un germe etale de revetement de groupe H en x, qui, par con- 
struction, est une algebrisation du germe analytique q : V — > U. □ 
□ 



On tire de ce theoreme le corollaire suivant sur "les champs de Moi- 
sezon" . 

Corollaire 5.22 Si F est un champ analytique reduit tel que son corps 
des fonctions meromorphes est de dimension de transcendance egal a sa 
dimension, alors il existe une modification 

f:Fo-^F 

oil Fq est algebrisable. 

Preuve: En effet, les fonctions meromorphes sur F, sont les fonctions 
meromorphes sur son espace de modules M. L'espace analytique M est 
done algebrisable d'apres |0, 7.3]. On termine alors par le theoreme 
precedent. □ 



Corollaire 5.23 Tout champ analytique propre et lisse de dimension 1 
est algebrique. 

Preuve: Cest en realite un corollaire de la preuve du theoreme. En 
effet, comme F est lisse, son espace de modules est une surface de Rie- 
mann compacte, et verifie done les hypotheses de la premiere partie de 
la preuve. □ 

A la vue de ces derniers resultats, on pent legitimement poser la ques- 
tion suivante. 

Question: Tout champ analytique propre F, dont l'espace de mod- 
ules est un espace algebrique, est algebrisable. 

Cette conjecture implique a titre d'exemple le fait ( certainement bien 
connu ) suivant. 
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Corollaire 5.24 Supposons que la conjecture precedente soit vraie. 

SoitX un espace analytique lisse muni d'une action propre d'un groupe 
de Lie affine H , tel que le quotient X/ H soit algebrisable et propre. Soit 
Z le Glm-torseur tangent a X , muni de son action naturelle de H . Alors, 
le quotient Y = Z/H est representable par un espace algebrique lisse, et 
r action naturelle de G\m surY est algebrisable. 

Preuve: Commengons par supposer que F = [X/H] est un orbifold. 
La conjecture implique que F est un champ algebrisable. Ainsi, le lemme 



3.28| implique que le torseur tangent a F est representable par un espace 
algebrique lisse Y. Comme Y"-"" ~ [Z/H], ceci montre que F"" est un 
quotient pour Z par H. De plus, comme Y est le torseur tangent a F, 
Faction de Glm sur est alors I'analytification de celle de Glm sur Y. 

Dans le cas general, on pent ecrire q : F — > F', ou F' un orbifold 
algebrisable. On termine alors en remarquant que 



□ 



Tp — Tpi X pi F 



Remarques: 

• Lorsque X/H est une variete projective, P. Essydieux m'a fait re- 
marquer qu'il est facile de demontrer le corollaire ^.24| "a la main". 



• La moralite de ce corollaire est qu'a toute construction d'un champ 
algebrique lisse et propre de Deligne-Mumford par des methodes 
analytiques, on associe naturellement une construction algebrique 
de ce champ. En effet, en gardant les memes notations que dans le 
corollaire, on a 

[X/H] ~ [F/G/^]"" 

Nous terminerons par une esquisse de demonstration de cette conjec- 
ture. Nous preferons cependant la laisser sous forme de conjecture, car, 
comme nous n'avons pas verifie tons les details, il se pourrait qu'une dif- 
ficulte technique nous ait echapper. 

Etape (1) : On pent supposer que F est reduit. 

Supposons que Fred est algebrisable, et montrons alors que F aussi. 

Soit X I'ideal nilpotent de Fred dans F. Comme = o, un raison- 
nement par recurrence sur k montre qu'il suffit de demontrer le lemme 
suivant. 

Lemme 5.25 Soit F un champ analytique propre, et Fq un sous-champ 
defini par un ideal de carre nul dans Op. Si Fq est algebrisable, F aussi. 
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"Preuve:" En s'inspirant de |[Be||, on espere pouvoir definir un com- 



plexe cotangent analytique de Fq. On le notera Lpan. C'est un objet 
de la categorie derivee des complexes de prefaisceaux de C^"-modules a 
cohomologie coherente, tel que H^{Fq"', Lp^") est en bijection avec les 
classes d' isomorphic des deformations infinitesimales de Fq". En parti- 
culier, le champ F est determine a equivalence pres par une classe dans 
ce groupe. 

D 'autre part les deformations infinitesimales du champ algebrique Fq 
sont classifiees par le groupe H^^F^t, Lpo), oh Lp^ est le complexe cotan- 
gent relatif au morphisme structural F — ^ SpecC ( ||L-M| , 9] ). 

Comme I'analytifie de L^" est quasi-isomorphe a L pan , le theoreme 
GAGA implique que toute deformation infinitesimale du champ Fq " est 
algebrisable. Ainsi, F est algebrisable. □ 

Etape (2) : Soit / : F — > F' un morphisme propre et birationnel de 
champs analytiques. Alors, F est algebrisable si et seulement si F est 
algebrisable. 

Pour demontrer cette partie il faudrait reecrire Particle d'Artin |^ 
dans le cadre plus general des champs analytiques de Deligne-Mumford. 
Cela implique en particulier qu'il faut demontrer des theoremes GAGF 
dans ce cadre. Cependant, la preuve du theoreme GAGA donnee precedemment 
donne bon espoir que de tels enonces soient verifies. 

La preuve du coroUaire [0, 7.15] se generalise alors au cas des champs 



analytiques, au detail pres que nous n'avons demontre ^.19| que pour des 



champs reduits. Cependant I'etape (1) imphque que cela suffit. □ 
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6 Appendice 
6.1 Spectres 

Le formalisme des spectres permet de ne prendre en compte que "rinformation 
stable" de la theorie de rhomotopie. Pour I'utilisation que nous en ferons, 
leur interet reside dans le fait que les limites et colimites homotopiques 
de spectres sont des foncteurs "exacts". Ceci nous permet en particulier 
de faire commuter ces limites homotopiques avec la formation des fibres 
et des cofibres. Get argument est utilise implicitement tout au long de 
ce travail. 

Un spectre E est la donnee d'une famille d'ensembles simpliciaux fi- 
brants pointes avec n G Z, et d'une famille de morphismes 

Un morphisme de spectres / : E — > E' est la donnee d'une famille 
de morphismes pointes 

fn '■ {E[n],Xn) > {E'^^^, x'^) 

tel que o /„ = il(/„+i) o e„. 

On pent definir pour tout i > un morphisme de groupes 

Tli{E[n],Xn) > 7ri(fi^„^^(E[„]),X„+i) ~ TTi+i , ) . 

On notera la limite de ce systeme inductif par 

7ri{E,x) := colimm>n{'n-i+m-n{E[m],Xm))- 

Un morphisme de spectres / : E — > E', est appele une equivalence 
faible, si pour tout i G Z, le morphisme induit 

: TTi{E,x) — > -KiiE'Jix)) 

est un isomorphisme. 

Un theoreme important ( 0, 2.53] ) est qu'il existe SUr IcL CcltG gorie des 
spectres une structure de categoric de modeles fermee compatible avec 
la definition precedente d'equivalence faible. 

Si X est un ensemble simplicial, et E un spectre, on pent definir le 
spectre des morphismes Horrisp^X, E) par 

Homsp{X,E\n\ ■■= Homs{X,E[n]), 
les morphismes de transition etant donnes par 

HorUsiX, E[n]) l"Homs{X, n^^^^{E[n+i])) -^^x,,+iiHomsiX, ^[„+i])) 
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De plus, cette categorie possede des Horn internes, notes Homgp. Tout 
comme la categorie des ensembles simpliciaux, elle possede aussi des lim- 
ites et colimites homotopiques. En particulier, si f : E — > E' est un 
morphisme de spectres, on dispose de la fibre et cofibre liomotopique de 
/ 

Fib{f) := holini{E — ^ E' < — •) 

Cofif) := hocolim{» < — E — > E'). 

La principale propriete, qui distingue la categorie des spectres de celle 
des ensembles simpliciaux, est que si Ton note 

u:E'-^ Cofif) 

le morphisme naturel, alors il existe une equivalence faible fonctorielle 

E ~ Fib{u). 

De meme, si on note 

V : Fib{f) — > E 
le morphisme naturel, il existe une equivalence faible naturelle 

Cof{v) ~ E'. 

De cette fagon, on voit que la formation des fibres et cofibres homo- 
topiques commute avec les limites et colimites homotopiques. C'est une 
propriete tout a fait remarquable, et propre a I'homotopie stable, que 
nous utiliserons tout au long de ce travail. 



Pour finir, la construction de Dold-Puppe permet d'associer a tout 
complexe de groupes abeliens C : . . . C„ — > C^+i . . . , un spectre pointe 
{K{C),0). Cette construction est fonctorielle, et est telle que 

7r,(ir(C),0)^/J-(C). 

Notons que "n-eme etage" K{C)[n], est par definition I'ensemble simpli- 
cial obtenu par la construction de Dolp-Puppe apphquee au complexe 
T<oC[n]. 



6.2 Descente 

Dans cet appendice on demontre le theoreme de descente. La preuve est 
deja dans la preuve de [^3, Thm. 3 — 10], mais le resultat n'etant pas ex- 
plicite sous cette forme nous avons tenu a en donner une demonstration 
complete. 



Pour tout I'appendice, C est un site. On utilisera les notations de la 
section 1, ainsi que la proposition suivante : 
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Proposition 6.1 ^Q3^ , I — 1 Cor. 1] Soit F un prefaisceau simplicial 



fibrant, et f : A ^ B une equivalence faible. Alors le morphisme induit 

f* : Homs{B,F) Homs{A,F) 

est une equivalence faible. 

Si X E C, alors on dispose d'un foncteur image reciproque 

J* : SPr{C) SPr{C/X) 

Ce foncteur possede un adjoint a gauche 

ji : SPr{C/X) SPr{C) 

qui est I'extension par le prefaisceau vide. II est defini par : 
pour F e SPr{C/X) etU eC, alors 

(j,F(f/)) := H F{U ^ X) 

HomciU,X) 

II est clair que j\ preserve les cofibrations ainsi que les equivalences faibles. 
Lemme 6.2 Soit C et C deux sites et un foncteur 

a : SPr{C') SPr{C) 
possedant un adjoint a gauche 

h : SPr{C) SPr{C') 

qui preserve les cofibrations et les equivalences faibles, et tel que b(*) = *. 
Alors le foncteur a transforme objets fibrants en objets fibrants. 

Preuve: Soit F un prefaisceau simplicial fibrant sur C , et i : A ^ B 
une cofibration triviale de SPr{C). II faut montrer que le morphisme 
induit 

i* : Hom{B, a{F)) Hom{A, a{F)) 
est surjectif. Mais par adjonction, on dispose d'un carre commutatif 

Hom{B,a{F)) Hom{A,a{F)) 

I I il 
Hom{b{B),F) ^ Hom{b{B),F) 

Or par hypothese b{i) : b{A) —>■ b{B) est une cofibration triviale de 
SPr{C'), et done le morphisme du bas est surjectif. Ce qui implique que 
celui du haut aussi. □ 

On vient de voir que si F est fibrant sur C, alors le prefaisceau j*F 
( que Ton notera Fx par la suite ) est fibrant sur C/X. De plus, comme 
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j* preserve les cofibrations triviales, on obtient une equivalence faible 
canonique 

H{C/X,Fx)^F°{X) 

pour chaque resolution injective F ^ F°. De cette fagon on identifiera 
toujours les espaces F°{X) et H{C/X, Fx), que Ton notera H{X, F). 

Definition 6.3 Un objet simplicial X, de C est un foncteur 

X, :A"P^C 

ou A est la categorie simpliciale standard. On notera Xj^ pour I'objet 
X.{[m]). 

Si X, est un objet simplicial de C , le site induit sur X, est le site 
suivant : 

• les objets sont les morphismes de C 

U^X^ 

pour m un entier positif. 

• un morphisme de f : U ^ X^ vers g : V ^ X^ est la donnee d'un 
morphisme a : [n] — >• [m] dans A et d'un diagramme commutatif 
dans C 

U ^ V 

fi ig 

Y '^^^ Y 

• un morphisme est couvrant si le morphisme induit 

est couvrant dans C. 

Ce site est note C / X, 

Remarquons que Ton a un foncteur de restriction 

3* : SPr{C) ^ SPr{C/X,) 

A travers ce foncteur, tout prefaisceau simplicial F sera aussi considere 
comme prefaisceau sur X,. Ainsi H{X,,F) designera H{C/X,,j*F). 

Soit X un objet de C et [/ ^ X un morphisme couvrant. Le nerf du 
recouvrement U/X est I'objet simplicial de C defini par 

A ^ C 

[m] ^ U^"''> = U^U ....U 

XX 

" V ' 

m+1 fois 
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et les morphismes f/^™-) — > t/*^"^ sont induits par les projections et les 
diagonales. On le note N{U/X). 

Si F est un prefaisceau simplicial et f/ ^ X un recouvrement de C, on 
obtient un A-diagramme ( espace cosimplicial ) d'ensembles simpliciaux 

A ^ SEns 
[m] ^ F(f/(™)) 

Rappelons que I'espace de cohomologie de Cech du recouvrement U/ X 
a coefficients dans le prefaisceau simplicial F est 

H{U/X,F) := i^o/^mHGAi^(^7(")) 



Definition 6.4 Un espace cosimplicial Z est un foncteur 

Z : A ^ SEns 
[m] I— s> Z([m]) 

La categoric des espaces co simpliciaux est notee CSEns 

Exemples 

• * est I'espace cosimplicial constant 

• I'espace cosimplicial A/— est defini par 

[m] ^ (A/-)([m]) = fi(A/[m]) 

oil B{I) est I'espace classifiant de la categoric I,et I/i est la categoric 
des morphismes de / de but i 

Un espace cosimplicial Z pent etre vu comme un prefaisceau simplicial 
sur A ( site trivial ). Ainsi, si F et Z sont deux espaces cosimpliciaux, 
on definit I'espace des morphismes de Y vers Z par 

Hom^,{Y, Z) := HonisiY, Z) 

onYetZ sont consideres comme prefaisceaux sur A. 



Avec ces notations, la limite homotopique de Z est donnee par ( [[B-K 
Ch. X/ 3 - 2] ) 

HolimAZ = Honicsi^/—, Z) 



Theoreme 6.5 Soit F un prefaisceau simplicial sur C, et X, un objet 
simplicial de C . Alors il existe une equivalence faible fonctorielle en F 

H{X., F) ~ Holtm[„,^AH{X^, F) 
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Lemme 6.6 Si F est un objet fibrant de SPr(C), alors le prefaisceau 
induit F sur le site C / X, est flasque. 

Preuve: Soit j* : SPr{C) — >■ SPr{C/X,) le morphisme de restriction. 
On considere j*F — > F° une resolution injective sur C/X,. Alors, d'apres 
le lemme |6.2| , le morphisme induit sur C / X^, 

F ^ F° 

est une cofibration triviale d'objets fibrants. C'est done une equivalence 
d'homotopie. Ainsi, pour tout objet U de C/Xm, le morphisme induit 

F{U) ^ F°{U) 

est une equivalence faible. Comme ceci est vrai pour tout U et tout m, 
on en deduit que pour tout objet U de C /X, 

F{U) F°{U) 

est une equivalence faible. □ 

Lemme 6.7 Le foncteur 

SPr{C/X,) CSEns 
F ^ F{X,) 

admet un adjoint d gauche note Z ^ Z 

Preuve: Soit Z un espace cosimplicial. On definit 

Z: C/X, SEns 
{U^X„:) ^ Z{[m]) 

□ 

Preuve du theoreme: Soit F un prefaisceau simplicial sur C. En 
remplagant F par F° on pent supposer que F est fibrant sur C . Soit 
F ^ F° une resolution injective sur C/X,. On salt que if (X,, F) = if orris (* 

Notons 1 = (A/-). 

Lemme 6.8 Le morphisme canonique 1 ^ * est une equivalence faible 
dans SPr{C/X,). 

Preuve: II suffit de voir que pour chaque m I'espace est con- 

tractile. Or par definition, on a 

1(X„) =S(A/[m]) 
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Mais le classifiant d'une categorie qui possede un objet final est contrac- 
tile. □ 



Comme F° est fibrant, la proposition |6.1| montre que le morphisme 
naturel 

Homs{*,F°) ^ Homs{l,F°) 

est une equivalence faible. Mais, par adjonction, il existe une equivalence 
faible fonctorielle 

Homs{l,F°) ^ Holim^F°{X,) 
On obtient ainsi une equivalence naturelle 

H{X„F) ^ Holim^F°{X,) 
De plus, par le lemme |6.6| , le morphisme naturel 

F ^F° 

est une equivalence faible ohjet par objet. Comme les limites liomo- 
topiques preservent les equivalences faibles, le morphisme induit 

HolimAF{X.) HolimAF°{X,) 

est une equivalence faible. Enfin, comme F est fibrant, et par la remarque 
suivant |6.2|, on obtient un diagramme fonctoriel en F 



H{X., F) ^ HolimAF°{X.) ^ HolimAH{Xm, F) 

□ 

Proposition 6.9 Si F est un prefaisceau simplicial, alors le morphisme 
naturel 

H{X,F)^HiAf{U/X),F) 
est une equivalence faible 

Pour cela on a besoin d'un lemme que nous ne demontrerons pas ( voir 
g. Cor. 2-7] ). 



Lemme 6.10 Si F est un faisceau simplicial sur un site C, alors il existe 
une resolution injective F ^ F° , ou F° est un faisceau d' ensembles 
simpliciaux. 

Preuve de la proposition: Remarquons que, si I'on note SS{X) la 
categorie des faisceaux simpliciaux sur le site C / X, alors on dispose d'une 
equivalence de categories 

h : SS{X) ^ SS{J\f{U/X)) 
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De plus, si -F G SS{X), qui est aussi fibrant commc prcfaisceau simpli- 
cial, b{F) est alors fibrant cn tant qu'objet de SPr{J\f{U/X)). En effet, 
notons a le foncteur de faisceautisation. 

Soit A ^ B une cofibration triviale de SPr{M{U /X)), et un dia- 
gramme commutatif sur MiJJ /X) 

A b{F) 

i I 
B ^ * 

Comme F est un faisceau on obtient un carre commutatif 

HomM(u/x){B,b{F)) Homu{u/x){Ah{F)) 

II II 
Homj^{ij/x){a{B),h{F)) Homj^(^u/x){a{A),b{F)) 

Puis, par I'equivalence de categories SS{X) — > SS{J\f{U/X)), un dia- 
gramme commutatif 

Homj^(u/x)iB,b{F)) HomM{u/x){A,h{F)) 

Homx {a{B),F) Homx {a{A) , F) 

HomxiB, F) HomxiA, F) 

et le morphisme du bas est surjectif par hypothese. 

Soit F un prefaisceau simplicial sur C. Quitte a remplacer F par son 
faisceau associe, on pent supposer que F est un faisceau. En cffct le 
morphisme naturel F — > a{F) est une equivalence faible, done F et a{F) 
ont la meme cohomologie. 

Soit F ^ F° une resolution injective dans SPr{C), avec F° un fais- 
ceau. Alors 

b{F) b(F°) 

est encore une resolution injective. On en deduit done 

H{J\f{U/X), F) = Horusi*, KF°)) = HorUsi*, F°) = H{X, F) 

□ 

CoroUaire 6.11 SiU ^ X est un recouvrement deC et F un prefaisceau 
simplicial, alors il existe une equivalence faible fonctorielle en F , X et 
U 

H{X,F)^H{U/X,H{-,F)) 
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Preuve: On applique la proposition |6.9| et le tlieoreme |6.5|. □ 



Le tlieoreme |6.5| sera applique de la fagon suivante. 

Corollaire 6.12 Soit X, un objet simplicial de C, et Fx le prefaisceau 
simplicial qu'il represente. Alors, pour tout prefaisceau simplicial F, on 
a un isomorphisme naturel dans HoSp 

Ri7om,(Fx,F) ~H(X.,j*F) 

oil j : SPr(C / X,) — > SPr{C) est le morphisme de restriction. 

Preuve: Quitte a remplacer F par une resolution injective, on pent 
supposer que F est fibrant. 
Alors, on a par definition 

KHoms{Fx,F) ^ Homs{Fx,F) ~ Tot{F{X,) 

oh Tot(F{X,)) est I'espace total de I'espace cosimplicial [n] F{Xn) 
( ||lj-K| , ] ). Mais, il est demontre dans que le morphisme canonique 

Tot{F{X,)) — > holim^F{X,) 

est un isomorphisme. On conclut alors par le theoreme |6.5i □ 



En stabilisant ces resultats, on obtient des resultats analogues sur les 
spectres. 

Corollaire 6.13 1. Soit K un prefaisceau en spectres fibrant dans Sp{C) . 
Alors F est flasque. 

2. Soit K un prefaisceau en spectres, et X, un objet simplicial de C . 
Alors, il existe un isomorphisme naturel dans HoSp 

H{X.,rK) ^ /io/zmHeAH(X„,ir) 

ou j : SPr{C / X,) — > SPr[C) est le morphisme de restriction. 



6.3 Strictification 

Les objets simpliciaux que nous avons manipule au cours de cette 
these ne sont pas de vrais objets simpliciaux, mais des "pseudo-objets 
simpliciaux" . Dans cette section nous justifions les definitions des spec- 
tres de iiT-theorie de tels objets. 



Soit / une petite categorie, et F : I — > Cat un pseudo-foncteur 
contravariant ( @, 3.1] ). On lui associe, a I'aide de la construction de 
Grothendieck ( @, 3.4] ), une strictification 

SF:I — > Cat 
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qui est un foncteur, muni de pseudo-transformations naturelles 



SF — >F 
F — >SF 

adjoint Tune de I'autre. 



Si pour chaque objet i, F{i) est une categorie exacte ( ou bi-complicial 
de Waldhausen ), et que pour chaque morphisme i — >• j, F{i) F{j) est 
un foncteur exact, alors les SF{i) sont encore des categories exactes ( ou 
bi-compliciales de Waldhausen ), et les SF{i) SF{j) des foncteurs 
exacts. On dira alors que F est un /-pseudo-diagramme de categories 
exactes. 

Definition 6.14 SoitF : I — > Cat un I -pseudo-diagramme de categories 
exactes ( ou bi-compliciale de Waldhausen ). Notons K : CatEx — > Sp 
le foncteur de K-theorie. On definit alors 

holimiK{F{i)) := holimiK{SF{i)) 

hocolimjK{F{i)) := hocolimjK{SF{i)) 
en tant qu'objet de HoSp. 

II est a noter que si F est deja un foncteur, la transformation naturelle 
SF — > F induit une equivalence sur les spectres de if-theorie ( car elle 
possede un adjoint ) objet par objet. Ainsi, la definition precedente con- 
cide avec la definition classique ( P-K| , X 3] ) a isomorphisme canonique 
pres dans HoSp. 



Supposons maintenant que Ton dispose d'une pseudo-transformation 
naturelle de pseudo- foncteurs sur I ( 3.2] ) 

f-F^F' 

Elle induit alors, une transformation naturelle de foncteurs 

Sf -.SF — > SF' 
et done des morphismes dans HoSp 

Sf : holimiK{F{i)) — > holimiK{F'{i)) 

Sf : hocolimiK{F{i)) — > hocoUmjK{F'{{}) 

Par le procede precedent, tons les pseudo-diagrammes de categories ex- 
actes que nous rencontrerons seront strictifies pour pouvoir en prendre 
le spectre de i^-theorie. 
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6.4 Extension des coefRcients 

Lorsque K est un prefaisceau en spectres sur un site C, et A un 
prefaisceau de Q-espaces vectoriels, nous souhaitons donner un sens a 
I'expression K ® A. 

II est alors natural de poser la definition suivante. 

Definition 6.15 Soit C un site, muni d'un prefaisceau de Q-epaces 
vecoriels A. Notons Ha — K{A, o) le prefaisceau en spectres d'Eilenherg- 
Maclane associe. C'est un prefaisceau en spectres tel que ses prefaisceaux 
d'homotopie verifient 

71 kin. a) = pour k ^ 

7ro{HA)^H,{HA,Z) c^A 

Pour tout objet K e Sp{C), nous noterons 

K^A-.^KAHa 
en tant qu'objet de HoSpiC). 

Remarquons que comme A est un prefaisceau en Q-espaces vectoriels, 
K{A, o) est aussi un prefaisceau en spectres de Moore pour A. 

Proposition 6.16 1. La correspondance K ^ K ® A est un foncteur 
de HoSpiC) dans HoSpiC). 

2. Soit K un objet en anneaux de HoSpiC). Si A est un prefaisceau 
de Q-algebres, alors K (S)A est un objet en anneaux dans HoSpiC). 
De plus, il existe un morphisme naturel dans HoSp{C) 

K — >K®A 

3. Si A est le prefaisceau en Q-espaces vectoriels libres engendre par un 
prefaisceau d' ensembles X, alors il existe un isomorphisme canon- 
ique 

K ^ Ac^y Kq 

X 

4. Si A est un prefaisceau constant en Q-algebres et acyclique, alors 
pour chaque objet X e Ob{C), il existe un isomorphisme naturel 

H*(X, K®A)^ H*(X, K) ® H°{A{X)) 

Preuve: Les proprietes (1) et (2) sont immediates par definition, et 
(3) et (4) sont une application de la formule de Kunneth. □ 

Remarque: Si A est un prefaisceau constant de fibre A, et a e A, le 
morphisme 

a : A — > A 
b I— > a.b 
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induit un morphisme de prefaisceaux de Q-espaces vectoriels 



a: A — > A 

Ainsi, par fonctorialite, on a un morphisme de spectres abeliens 

a : K®A — > K (^A 
Ceci justifie en particulier la notation 

— : K^Q — y K^Q 

m 

ou encore si K est un spectre en anneau, et (p : K — > K un morphisme 
dans HoSpiC) 

— 4 : K®Cl — > K®q, 

m 

qui est un morphisme dans HoSp{C). 

Corollaire 6.17 Soit F un champ de Deligne-Mumford, et A le faisceau 
de Q-algebres defini dans \2.1'^ . Alors, si S contient les racines de I'unite, 
il existe un isomorphisme naturel 

A) ~K,(4)® A(5) 

Preuve: D'apres |6.16| (5), il suffit de montrer que A est acyclique sur 

{EsplS)et. 

Comme la cohomologie commute avec les limites inductives filtrantes, 
il suffit de montrer que A^ est acyclique pour la topologie etale. Comme 
c'est un prefaisceau constant de Q-espaces vectoriels, il est acyclique pour 
la topologie etale. 



6.5 Theorie de Hodge pour les champs algebriques complexes 

Pour demontrer la formule de la signature |3.49| , nous avons utilise que 
pour un champ algebrique complexe hsse F, dont I'espace de modules est 
projectif, on a 

a{F) = ^(-If/.^''^ 

p,<? 

oil h^'"^ := DimcHP{F,flp). Pour le cas oii F est un schema, cette 
formule se demontre a I'aide de la theorie de Hodge ( 15.8.2] ). 
Nous allons montrer dans cette partie, que cette theorie est applicable 
aux champs algebriques, et done, que Ton pent demontrer la formule 
precedente par un raisonnement tout a fait analogue a celui fait dans 
0, 15.8.2]. Nous utiliserons pour cela un argument de Deligne ( )• 

Fixons nous un champ algebrique complexe et lisse F, tel que son 
espace de modules M soit projectif. Nous noterons p : F — > M la pro- 
jection. Soit Hm € H'^{M°'"', Z) une section hyperplane de M. Comme p 
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est un morphisme fini, la classe h := p*{hM) G H^{F"'^, Z) est positive, 
et definit done une metrique Kcihlerienne sur F"". On associe a cette 
metrique les notions usuelles de formes harmoniques, et des operateurs 
L, A, h, d, d', et d" . Les identites de Kahler impliquent que les formes 
harmoniques sur F"-"", sont les formes a verifiant d'a = d"a = 0. 

Soit q : X — > F un morphisme propre et generiquement fini, avec 
X un schema lisse et projectif. En utilisant les arguments de transferts 
utilises dans [0, 4.3], on montre que les morphismes 

q* : HP{F, Q'^) > HP{X, Q") 

sont injectifs. On suit alors I'argument utilise dans 0, 5.3], pour aboutir 
a la proposition suivante. 

Proposition 6.18 ( Deligne 5.3, 5.4/ ) 

• La suite spectrale de Hodge vers de Rham degenere. 

• La filtration induite sur H*{F°-"', C) verifie 

(//"(F'^", C)) = FP{HP+''{F'''', C)) n Fi{HP+i{F'''', C)) 

i>p 

En particulier, on a un isomorphisme naturel 

i7"(F'^",C) ~ HP{F,n'^) 

p+q=n 

• Toute classe de cohomologie dans iJ*(F"",C) peut se representer 
par un forme a avec d'a = d"a = 0. En particulier I'inclusion des 
formes harmoniques dans les formes exactes induit un isomorphisme 

'H^I^F"'') ~ C) 

En coroUaire de cette proposition, on voit que tout le formalisme de 
la theorie de Hodge est valable pour le champ F. En particulier, la 
preuve de PH , 15.8.2] se generalise a notre situation, et montre la formule 
cherchee 

Par exemple, dans le cas des champs algebrique de dimension 2, on 
trouve la formule d'indice de Hodge suivante. 

Corollaire 6.19 Soit F un champ algebrique complexe lisse, tel que son 
espace de modules soit une surface projective. Alors, la forme d 'intersection 

H\F, Q],) n H^F"'', R) X H\F, Q'p) n R) — >K 

possede un unique vecteur propre positif. 

Remarque: On doit aussi pouvoir demontrer plus generalement un 
theoreme de Hodge pour des champs differentiels riemanniens compacts. 
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